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0. En verden fuld af matematik

Den klassiske matematik er domineret af differential- og integralregningen —
hele det omrade, vi kalder analysen — hvor de variable lgber kontinuert gennem
delmaengder af de reelle tal. | moderne matematik spiller diskrete modeller, hvor
de variable eksempelvis lgber gennem delmaengder af de naturlige tal,
imidlertid en stigende rolle. Det skyldes bl.a. de nye muligheder, computeren
giver. | dette kapitel ser vi pa tre forskellige facetter af den diskrete matematik.
P& hjiemmesiden findes materialer om andre sider af moderne matematik.

Topologi er en generaliseret form for geometri, hvor studiet af kvantitative
forhold som afstande og vinkler er nedtonet til fordel for studiet af kvalitative
forhold som fx, om der er huller, eller om figuren er sammenhaengende. Ved at
repreesentere det objekt, vi studerer, med en graf bestaende af et endeligt antal
linjer, der mades i knudepunkter, er det muligt at opbygge en teori, der bl.a.
handler om, hvilke typer af veje der farer igennem et sadant rum. Denne
grafteori anvendes fx i studiet af komplekse organisationer.

Kan vi undgé fejl, nar vi kommunikerer digitalt, og kan vi udvikle metoder til at
rette fejl, hvis vi afslagrer sadanne? Fejlretning er helt afgarende for, at vi kan
afspille musik, sende billeder eller gennemfare samtaler med mobiltelefoner.
Regning med diskrete polynomier viser sig her at spille en overraskende rolle.

Hvordan kan man kommunikere sikkert, sa kun den gnskede modtager kan
leese vores besked? Det har altid veeret vigtigt for militeeret, men er i dag
altafgerende for det moderne samfunds mange pengetransaktioner. Det viser
sig her, at studiet af primtallene abner for helt uventede lgsninger.



1. Grafteori

Byen Kaliningrad i Rusland var tidligere hovedstad i Preussen og hed dengang Kénigsberg. Byen deles af
en flod, Pregolya (tidligere kaldet Pregel). | floden er der to ger (A og D), der i 1700-tallet var forbundet med
hinanden og byen med syv broer.

Man ved ikke, hvem der farst stillede det meget enkle spargsmal: Kan man ga en tur, hvor man passerer
hver bro netop en gang, og hvor man slutter samme sted, som man begyndte? Men datidens storste
matematiker, Leonard Euler (1707-1783), hgrte om det og satte sig for at lose det.

Eulers tegning af broerne i Kénigsberg (1736). Portreettet viser Euler med et af hans talrige manuskripter. Euler er historiens
mest produktive matematiker, og han skrev over 800 artikler og bager, flere hundrede heraf efter at han var blevet blind. Man
moder hans navn i alle grene af matematik. Det blev sagt om ham, at "han foretog sine beregninger, som mennesker traeekker
vejret eller orne holder sig svaevende i luften”.

Gvelse 0.1

a) Skitser forskellige lukkede spadsereture gennem byen over broerne, hvor du hgjst ma passere hver
af broerne én gang. Hvor mange broer kan du komme over?

b) Hjeelper det, hvis du ikke behgver at slutte det samme sted, som du begyndte spadsereturen?

| 1736 publicerede Euler en lgsning af Kdnigsberg-problemet i en artikel med titlen Solutio problematis ad
geometriam situs pertinentis, der kan overseettes til Losning vedrorende geometriske problemer med
hensyn til positionen. Som titlen antyder, er det alene de indbyrdes positioner — og ikke de indbyrdes
afstande — der er relevante. Med denne artikel var en ny gren af matematikken fodt. | mange ar blev denne
nye matematik kaldt geometria situs, efter artiklen. | dag kaldes emnet for topologi, og det er et af de helt
store omrader af moderne matematik.

Qvelse 0.2

| denne gvelse kan du prave kreefter med endnu en af de topologiske "gader", det sakaldte
springerproblem fra skakkens verden.

Du skal i opgaven bruge to filer som du kan finde her og her

Svaret pa Koénigsbergproblemet lader vi sveeve lidt endnu. Spergsmalet lader sig besvare ved hjeelp af
grafteorien, som vi nu vil give en introduktion til.
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1.1 Vejnet

Lad os betragte vejnettet i Danmark. Vi tager et udsnit fra www.krak.dk, som viser
hovedvejnettet mellem byerne Neestved, Ringsted, Sorg, Slagelse, Holbaek og Kalundborg.
Da vi kun er interesseret i et billede af vejnettet mellem de seks byer, kan vi tegne en
grafskitse hvor punkterne repraesenterer byerne, og linjerne, eller kanterne, viser, at der en
vejforbindelse mellem to byer. Vi skal lgse to problemer.

Gvelse 0.3

Vejvaesenet skal have kontrolleret vejnettet mellem de seks byer, sa vejvaesenet skal —
hvis det er muligt — have en lgsning, hvor hver enkelt vejstraekning af hensyn til
gkonomien kontrolleres netop én gang. Hver kant pa skitsen skal altsa tilbageleegges
netop én gang pa kereturen. Kan du skitsere en sadan keretur?

Qvelse 0.4

En chauffor fra et postvaesenet skal aflevere pakker i hver af de seks byer. Men
chauffaren og lastbilen behaver ikke at kare pa alle vejene, dvs. hvert punkt skal
besages, men ikke ngdvendigvis hver kant. Kan du skitsere en sadan karetur?

Gvelse 0.5
| det folgende er der givet tre forskellige skitser af et vejnet mellem et antal byer.
1) 2) 3)

a) Undersag for hvert af de tre vejnet, om der er en eller flere lasninger for
vejveesenet.

b) Undersag for hvert af de tre vejnet, om der er en eller flere lasninger for
postveesenet.

Egenskaber ved vejnettet

Vi kan for hvert vejnet prove at lase opgaven for henholdsvis vejveesenet og postveesenet
ved simpelthen at prave os frem. Men vi kunne ogsa lede efter nogle egenskaber ved et
vejnet, som kan gore det muligt for os let at lase fx postvaesenets opgave.

I ovelse 0,5 sa vi, at vi ikke kunne finde en lgsning til postvaesenet i vejnet nr. 2, da vi
skulle kere tilbage ad en af vejene. Dette kan vi generalisere, hvis vi forst betragter en by
A, hvortil der er tre veje. Vi kan nu veelge to strategier.

Strategi 1:
Vi starter i A, og vi forlader byen ad en kant. Derefter skal vi komme tilbage ad en anden
kant og forlade A ad den tredje kant.

Strategi 2:
Vi starter ikke i A, dvs. vi kommer til byen ad en kant og forlader den ad en anden kant. Vi
mangler sa at kare ad den sidste kant, og dermed skal vi slutte i A.

Konklusion: Hvis vi starter i A, sa slutter vi ikke i A. Men omvendt geelder der: Hvis vi ikke
starter i A, sa slutter vii A.

Qvelse 0.6

Vi har by A med fem veje.

a) Argumenter for, at vi far samme konklusion, som i tilfeeldet med tre veje.
b) Generaliser til, at byen A har et ulige antal veje.
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| det ovenstaende har vi analyseret en del af et vejnet, hvor der udgar et

ulige antal veje fra en by. Lad os nu i stedet betragte en by med et lige %
antal veje. Igen kan vi veelge to strategier.

Strategi 1:

Vi starter i B, dvs. vi forlader byen ad en kant. Derefter kommer vi tilbage ad en anden
kant, og vi forlader igen B ad en tredje kant. Da vi nu mangler en fjerde kant, sa skal vi
slutte i B.

Strategi 2:

Vi starter ikke i B, dvs. vi kommer til byen ad en kant. Vi forlader B ad en anden kant, og
derefter skal vi komme til B ad en tredje kant. Vi skal sa forlade B ad den fierde kant, og
dermed slutter vi ikke i B.

Konklusion: Hvis vi starter i B, sa slutter vi ogsa i B. Omvendt gzelder der: Hvis vi ikke
starter i B, s& slutter vi heller ikke i B.

Qvelse 0.7 B
Vi har en by A med seks veje.
a) Argumenter for, at vi far samme konklusion, som i tilfaeldet med
fire veje.
b) Generaliser til, at byen B har et lige antal veje.

Nar vi analyserer en del af et vejnet, sa er det altsa afgerende, om antallet af veje, der
udgar fra en by, er et lige antal eller et ulige antal. Vi samler nu konklusionerne i den
folgende saetning:

Sezetning 1: Forskellen pa situationer med et lige og et ulige antal veje fra et

hjernepunkt

1) Hvis der fra et hjornepunkt i et vejnet udgar et ulige antal veje, skal vejveesenet
enten slutte eller starte i dette punkt.

2) Hvis der fra et hjernepunkt i et vejnet udgar et lige antal veje, sa skal
vejvaesenet slutte her, hvis de starter her. Omvendt sa skal vejvaesenet ikke
slutte her, hvis de ikke starter her.

Pa baggrund af seetningerne kan vi argumentere for, at hvis et vejnet har mere end to byer
med et ulige antal veje, sa kan vi ikke finde en lasning til vejveesenet.

Saetning 2: Ulgselige ruteproblemer

Vejvaesenets problem har ikke en losning, hvis der er mere end to hjornepunkter
med et ulige antal veje.

Bevis

Hvis der fx er tre punkter med et ulige antal veje, sa vil der veere et punkt med et ulige antal
veje, hvor vejvaesenet hverken starter eller slutter. Dermed har vi en modstrid med saetning
1.

Inden vi forlader vejvaesnet, generaliserer vi modellen for et vejnet til en punktgraf.
Punktgrafen illustreres typisk med en tegning af grafens punkter, hvor kanterne er
repreesenteret af kurver, der forbinder de pageeldende hjarner.

Definition: Punktgraf

Ved en punktgraf, eller blot en graf, forstas en samling af

punkter — ogsa kaldet knuder eller hjerner — og en samling af
kanter, der forbinder par af punkter. Antallet af kanter, der
udgar fra et givet hjorne, kaldes graden eller valensen for det
pageldende hjgrne.
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Ved en tur— ogsa kaldet en sti- forstas en serie af kanter, der
samlet forbinder to punkter i grafen. Hvis en tur starter og

slutter samme sted, er turen lukket og den kaldes en cykel
eller en kreds.
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1.2 Eulergrafer

Vi vender nu tilbage til Eulers broer i Kénigsberg, hvor vi sammen med datidens
kort viser en graf.

QOvelse 0.8

a) Hvordan repreesenteres landomraderne i grafen? Hvordan
repreesenteres broerne?

b) Argumenter for, at grafen er en korrekt repreesentation af Eulers
Kénigsbergproblem.

Nar vi teeller graden for hvert af punkterne, finder vi

Punkt A B C D
Grad 5] 3 3 3

Konklusion: Dette er lasningen pa Kénigsberg-problemet: Da der er mere end to
punkter med ulige grad, sa kan Euler ikke ga en rundtur i Kénigsberg, hvor alle
broerne passeres netop en gang.

Definition: Eulergraf og Eulertur

Hvis der findes en cykel (dvs. en tur der starter
og slutter samme sted), som gennemlgber alle
kanterne netop én gang, kaldes cyklen en
Eulercykel, og grafen en Eulergraf.

L

Hvis der findes en tur, der gennemlgber alle
kanterne netop en gang uden at starte og slutte
i samme punkt, kaldes dette for en Eulertur.

Qvelse 0.9
Undersag, om de falgende to grafer er Eulergrafer.

> K

| dag hedder Kénigsberg Kaliningrad,
og broerne ved Pregel har eendret
sig. Et kort fra Google Earth ser ud
som dette.

Overszet kortet med de syv broer til
en graf, og afger, om det er muligt at

ga en Eulertur via de syv broer.
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Vi kan sammenfatte de vigtigste egenskaber ved Eulergrafer i den falgende
seetning:

Seaetning 3: Eulergrafer og graden af hjernepunkterne

En graf er en Eulergraf, netop nar alle hjgrnepunkterne har en lige
grad. Hvis der hgjst er to hjgrnepunkter med en ulige grad, kan vi

stadigveek finde en Eulertur, der passerer alle kanter netop en gang,
men den er ikke lukket.

Hvis der er mindst tre hjornepunkter med en ulige grad, kan man ikke
engang finde en Eulertur.

Her kan du finde et projekt, hvor vi bade beviser saetningen og diskuterer en
effektiv algoritme til at finde en Eulercykel.
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1.3 Firfarveproblemet

| 1852 arbejdede Fancis Guthrie som student med at farvelzegge kort over de
engelske grevskaber. Han lagde meerke til, at han kun behgvede fire farver for at
farveleegge kortene. Han spekulerede pa, om fire farver altid ville vaere nok, og fik
sin bror til at sparge sin matematikprofessor de Morgan om det. De Morgan havde
ingen anelse og sendte straks en forespargsel til William Hamilton (1805-65), der
var ven af datidens storste matematikere, iszer kendt for sin opdagelse af de
firedimensionale tal, kvaternionerne. De Morgan skrev:

En af mine studerende spurgte mig i dag, om jeg kunne give en begrundelse for Gammelt kort over de
et faktum, som jeg slet ikke vidste, var et faktum — og stadigvaek ikke har nogen engelske grevskaber.
begrundelse for. Han pastar, at hvis man opdeler en figur pa vilkérlig vis og farver

de forskellige omrader i figuren, sa omrader med en feelles kant har forskellige

farver, sa kan man fa brug for fire farver, men aldrig flere — det folgende

eksempel viser, at fire farver er nedvendigt. A, B, C og D er navne for farver.

Sporgsmal: Kan man ikke opfinde et eksempel, der kraever fem eller flere farver?

... Hvis du giver mig svar pa tiltale med et eller andet trivielt eksempel, der far mig

til at ligne en idiot, ma jeg nok hellere gare som sfinksen...

Sfinksen faldt ded om i den greeske tragedie om @dipus, da denne lgste sfinksens
gade. Men Hamilton lgste ikke gaden, og de Morgan var ikke en idiot. Det skulle
vise sig, at studentens meget enkle spargsmal var et af de sveaereste problemer,
matematikken var blevet stillet!

Qvelse 0.11

| brevet kan du se de Morgans tegning. Ny ol
Gor rede for, at fire farver er nadvendige i de Morgans eksempel. el pradrarbles X

ST D
1 1878 offentliggjorde en anden fremragende engelsk matematiker, Arthur .;‘“L:.ffm;a)
C5 ten st Wi

Cayley (1821-1895), en artikel om firfarveproblemet og de vanskeligheder, der ‘.{;.:;..., el

var knyttet til det. Han satte ogsa en af sine studerende, Alfred Kempe, til at L s acietied e
arbejde pa det, og aret efter offentliggjorde Kempe det farste 'bevis' for ",L'_;;EH @
firfarveproblemet. Det vakte stor opsigt, og Kempe blev oven i kabet adlet for '

Uddrag af de Morgans

sin praestation. Desveerre indeholdt Kempes bevis en alvorlig fejl, der forst brev til Hamilton.
blev opdaget 11 ar efter. Men beviset indeholdt dog en algoritme, der kunne

vise, at fem farver altid er nok. Siden har firfarveproblemet veeret regnet for en

af matematikkens store ulgste gader, som mange bergmte matematikere har

provet kreefter med.

Qvelse 0.12

Pa figuren til venstre har man anvendt 5 farver, men det er faktisk
muligt at ngjes med 3 farver i dette tilfeelde.
Find en lasning med 4 henholdsvis 3 farver.

Firfarveproblemet er et meget vigtigt problem inden for topologien.
Hvis man lader alle lande vaere repreesenteret af et punkt (fx
hovedstaden) og forbinder nabolande med en kant (en motorvej),
far man oversat landkortet til en graf. Firfarveproblemet er dermed
oversat til et grafteoretisk problem.

| eksemplet fra gvelse
0.12 bliver grafen den
falgende, hvor det altsa
er muligt at farveleegge
hjernerne med kun tre
farver, sa to nabohjgrner
altid har forskellige farver.

Qvelse 0.13
Et kort over USA kan farveleegges med fire farver. Oversaet USA-kortet til en
graf.
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Forst i 1976 skete der et afgarende gennembrud med brug af moderne computere,

idet store dele af beviset bestod i at kontrollere farveleegningen af mere end 1000
delgrafer. Beviset var sa komplekst, at det ikke er muligt at kontrollere det med
handkraft. Skulle man sa anerkende beviset? Ydermere fandt man efterhanden
flere forskellige fejl i beviset, selv om ingen af dem var sa alvorlige, at man ikke
kunne rette dem.

1 1990'erne besluttede en anden gruppe matematikere derfor at give et uafhaengigt
bevis for firfarveproblemet med en anden teknik. Dette lykkedes i 1994, men ogsa
deres bevis var afhaengigt af en computers kontrol af utallige delgrafer. | 2002
lykkedes det at formalisere beviset inden for rammerne af moderne matematisk
logik. Selv om den almindelige holdning i dag er, at pastanden om, at fire farver er
nok, er sand, sa er beviserne stadigvesk omdiskuteret: Er det et acceptabelt
matematisk bevis, hvis ingen matematiker kan overskue det, og kun en computer
kan kveerne igennem de ngdvendige udregninger?

Du kan leese mere om firfarveproblemet ved at klikke pa falgende 5 links.
1,2,3,4&5

O o
SO
3 Q\
R
o) O3
K
N\

Poststempel fra lllinois
Universitet, hvor
firfarveproblemet blev lost
med assistance fra
computere i 1976.
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1.4 Hamiltongrafer

De to problemer for henholdsvis vejveesenet og postveesenet adskiller sig tydeligt.
Postvaesenets problemet harer under kategorien Hamiltongrafer. Det menes, at
Hamiltongrafer har deres oprindelse i et problem, som William Rowan Hamilton
praesenterede i 1857 og markedsfarte som et spil i 1859.

Spillet gar ud pa at placere pindene, s& man besgger alle punkter netop en gang,
starter og slutter i samme punkt, og man undervejs ikke falger en kant mere end en
gang.

Definition: Hamiltograf og Hamiltontur

Hvis der findes en lukket tur gennem en graf, der besoger alle punkter
netop en gang uden at folge en kant to gange, kaldes turen en
Hamiltoncykel og grafen en Hamiltongraf.

Hvis der findes en tur gennem en graf, der besgger alle punkter netop en
gang — uden at starte og slutte i samme punkt og uden at felge en kant to
gange — kaldes turen en Hamiltontur.

Qvelse 0.14
Vi har i kapitel 0 i C-bogen omtalt de fem platoniske legemer.

Legeme Tetraeder Kube Oktaeder Dodekaeder Ikosaeder

~AHH Y S

2D-graf

a) Forklar, hvordan hver af 2D-graferne er en repraesentation af 3D-figurerne.
b) Tegn for hvert af de platoniske legemer en Hamiltoncykel p& den tilsvarende 2D- graf.

Qvelse 0.15
Undersag, om de falgende to grafer er Hamiltongrafer.

Man har ikke en nem metode til at afgere, om en graf er en Hamiltongraf, pa
samme vis som vi let kunne afgare, om en graf er en Eulergraf, alene ud fra
graden af de forskellige punkter pa grafen. Men man har simple effektive
algoritmer, der virker i praksis i de fleste tilfaelde. Her kan du finde et projekt om,
hvordan man finder Hamiltonture og Hamiltoncykler i grafer.

Qvelse 0.16
Spergsmalet, om en graf er en Hamiltongraf, er
neert besleegtet med et andet beromt problem

inden for grafteori, det sakaldte Travelling
SCIENCE.
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Salesman problem. Den rejsende handelsmand
skal finde den korteste rute, hvor han besgger et
bestemt antal byer, s& hver by besgges netop én
gang, og han slutter hjemme igen. Det er et af de
mest intenst studerede matematiske problemer,
og der er udlovet en duser pa 1 mill $ til den, der
loser det. P4 linket her kan du finde mere om
problemet. Her kan du ogsa leese en forstarret
udgave af en artikel fra Newsweek i 1954 om
Travelling Salesman problemet.

Grafteori tilherer den diskrete matematik og er primeert udviklet i det 20.
arhundrede. Grafteorien anvendes inden for mange forskelligartede omrader:
Matematik, statistik, kodningsteori, biologi, organisationsteori, logistik, kemi m.fl.
Grafteori har derfor bergringsflader med mange andre fag og demonstrerer
matematikkens anvendelser i nye situationer.


http://gymportalen.dk/sites/lru.dk/files/lru/docs/N5_Hjemmesidehenvisning_-_NewsWeek_Travelling_Salesmen.docx
/sites/lru.dk/files/lru/hema_23_a.png

2. Fejlfindende og fejlrettende koder

Her kan du laese mere om:

2.1 Et-dimensionale stregkoder - et eksempel pa en fejlfindende kode

2.2 Hamming (7,4)-koden - et eksempel pa en fejlrettende kode

2.3 To-dimensionale stregkoder (QR koder) - et eksempel pa fejlrettende kode
0g

2.4 Fejlkorrigering i en QR-kode: Polynomierne kommer p& banen


/hvadermatematikaibog/17382
/hvadermatematikaibog/17383
/17384
/17804

2.1 Et-dimensionale stregkoder - et eksempel pa en fejlfindende

kode

Stregkoder er et eksempel pa en kode, som ger det muligt at finde en fejl, nar
scanneren i fx supermarkedet leeser koden. Stregkoden blev udviklet i 1949
inspireret af morsekodens prikker og streger. Der er altsa netop to tegn i koden,
ligesom i totalssystemet, som anvender tegnene 0 og 1, de sakaldte bits. For at
age leesbarheden af stregkoden blev symbolerne dog hurtigt sat pa hejkant:
Lodrette streger med forskellige bredder og mellemrum i forskellige bredder.

Et af de mest udbredte systemer kaldes EAN-13 ( European Article Number, i
dag kaldet International Article Number). Det bestar af 13 cifre, der splittes i tre
sektioner bestaende af et frontciffer og to grupper med 6 cifre. Hvert
gruppeciffer vises som en kombination af streger og mellemrum, mens
frontcifret, der ikke repraesenteres af streger, bestemmes indirekte ud fra den
made, gruppecifrene er kodet, se nedenfor. Sektionerne er adskilt af to tynde
streger, der er lzengere end de andre. Det gor scanningen af de to grupper
lettere. Scanneren indleeser de to grupper uafhaengigt af hinanden, ligegyldigt
hvordan varen vender, og stykker dem selv korrekt sammen.

Midtersireger

Kodeskema for cifrene Grmnsastreger Gra

Giffer

I 0
1
2
3 5 |
4 Frontciffer Gruppe 1
8 [ R-kode for cifret 5
B
7
8
9

De farste to cifre er en landekode, som forteeller, hvor varen markedsferes fra —
men ikke nedvendigvis, hvor varen fremstilles. Danmark har fx landekoden 57.
De nzeste fem cifre giver oplysninger om producenten/importaren. | gruppe 2
giver de farste fem cifre varenummeret, der fx bruges til lagerstyring, mens det
sidste tal i stregkoden er et kontrolciffer.

Hvert enkelt af de tolv cifre repraesenteres af 7-cifrede binegere tal, som Iﬁnmlmr
vist i tabellerne. Gruppe 2-cifrene kodes altid med R-koden, mens | 0
gruppe 1-cifrene kodes efter et manster af L- og G-koder, der afspejler
frontcifferet. Hvis landekoden er Danmark, hvis frontcifferet er 5, falger
gruppe 1 manstret: L G G L L G. Det 7-cifrede bineere tal findes og
omseettes derefter til streger og mellemrum. Hvis flere streger star ved
siden af hinanden, bliver stregen bredere og tilsvarende for
mellemrummene.

L= - - T I - R I

For at fiske frontcifret frem, ma man kunne skelne mellem L- og G-
koderne. Men det er nemt nok, da L-koderne altid indeholder et ulige
antal 1-taller/streger (3 eller 5), mens G-koderne altid indeholder et lige
antal 1-taller/streger (2 eller 4). Derfor kan man hurtigt afkode L-G-
menstret for gruppe 1-cifrene og sla frontcifret op i en tabel.

Qvelse 0.17

a) Hvilken forbindelse er der mellem L-, G- og R-koderne?

b) Udskil landekoden, producentkoden, varenummeret og kontrolcifret for
stregkoden 5 701862 000065.

¢) Kan du genskabe stregkoden for EAN-nummeret 5 701862 0000657

Scanneren har en indbygget formel, som den anvender pa cifrene, hvorefter
den tjekker, at resultatet kan deles med 10. Kontrolchecket fungerer ved, at
hvert ciffer gives en vaegt, atheengig af dets indeks (se illustrationen). Hvert
ciffer multipliceres med veegten, og alle produkter adderes.

—__—
-‘5_
a—
3
—

O —

o

O —

@
n
!
=

65

| Gruppe 1 menster

| LLLLLL
LLGLGG
LLGGLG
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LGLGLG
LGLGGL
LGGLGL
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Front Gruppe 1 Gruppe 2

Ciffer = T 1] 1 8 6 2
1] 1 2 a 4 5 6
Indeks
_ Lige = Ulige Lige Ulige Lige Ulige Lige
Vagt 1 3 1 3 1 3 1
Produkt 5 21 0 3 8 18 2

Sum Kontrolsum=5+2140+3+8+184+2+0404+04+04+18+5=80

Kontrolsummen bliver 80. Da 10 gar op i 80, er kontrollen opfyldt.

Hvis kontrollen ikke passer, viser det, at scanneren har lzest forkert. Man ma da
indtaste stregkoden manuelt. Til alt held er koden ogsa skrevet med de
saedvanlige cifre forneden.

Qvelse 0.18
a)For en vare er kodens forste 12 cifre: 5 700426 10169. Hvad er
kontrolcifret? Hvordan ser stregkoden ud?

Qvelse 0.19

a) Gor rede for, at hvis netop et af cifrene fejlleeses, er kontrollen ikke
opfyldt.

b) Ger rede for, at man godt kan komme ud for, at kontrollen passer, selvom
to af cifrene ombyttes.

Bemeerkning: EAN-koden er langt fra den eneste stregkode, man
anvender. Fx anvender sygesikringskortet en anden type stregkode for
at gare det muligt at afleese personnummeret elektronisk.

Man skal derfor aldrig leegge et billede ud af sygesikringskortet pa
internettet, heller ikke selvom man skjuler cifrene i det gule felt pa
sygesikringskortet. Hvem som helst kan nemlig scanne stregkoden og
ad den vej fa fat i personnummeret, som efterfalgende kan misbruges
pa forskellig vis.

Stregkoder har altsa en indbygget kontrolfunktion,der kan pavise, om
der er en fejl. Men den kan ikke angive hvilken fejl. Vi vil nu undersege
mere avancerede koder, der bade kan finde og rette fejl. Det er der
steerkt brug for i digital kommunikation.


/sites/lru.dk/files/lru/hema_25_a.png
/sites/lru.dk/files/lru/hema_25_b.png

2.2 Hamming (7,4)-koden - et eksempel pa en fejlrettende kode

Ved digital kommunikation sendes beskeder som en raekke af bits, hvor hver bit
kan veere 0 eller 1. En kort besked kunne fx besta af de felgende fire bits 1001.
En lzengere besked, samtale eller filmstrimmel bestar af millioner af bits.
Sendes information fra en satellit til en parabolantenne eller fra en
mobilantenne til en mobiltelefon, sa vil en del af informationen ofte blive
forvansket, sa beskeden, der modtages, ikke er identisk med den oprindelige.

Afsender Koder Modtager Afkoder
1001 1001 001 1101 001 1001

Hamming tilfojede tre sakaldte paritetsbits til beskeden, Mobiltelefonkommunikation
for at kunne opdage og rette en fejl.

Henter den amerikanske rumfartsorganisation NASA billeder hjem til Jorden fra
fierne egne af solsystemet, sa vil det svage signal uveegerligt blive forvansket
undervejs. Sa der er behov for koder, der kan rette fejl.

1 1950 fik den amerikanske matematiker Richard W. Hamming (1915- 1998)
ideen til en sddan metode, hvor man ikke blot kan kontrollere, om en besked er
blevet sendret under transmissionen, men ogsa kan rette en enkelt fejl.
Hamming arbejdede pa Bells Laboratorier, og det var et gnske om at kunne
rette fejl i hulkort, der gav ham ideen til at udvikle fejlrettende koder. Hammings
ide var falgende (se illustrationen):

Beskeden pa fire bits tilfajes tre ekstra bits, som kaldes paritetsbits. Den
afsendte besked, 1001, modtages som 1101 sammen med de tre paritetsbits,
der ikke er blevet eendret under transmissionen. Afkoderen kan finde og rette
fejlen pa bit nummer to i beskeden.

Qvelse 0.20
Hvor mange forskellige beskeder kan du sende med en leengde pa fire bits?

For at forsta ideen bag Hammings kode far vi brug for at kunne regne pa
pariteter.

Definition: Paritet

De hele tal deles i to grupper efter deres paritet:

De lige tal har lige paritet, der repreesenteres ved det binzere ciffer 0
(det simpleste lige tal).

De ulige tal har ulige paritet, der repraesenteres ved det binzere ciffer
1 (det simpleste ulige tal).

Nar man regner med pariteter, regner man pa saedvanlig vis, men reducerer til
sidst resultatet til sin paritetsbit. Hvis vi fx leegger to ulige tal sammen, far vi et
lige tal. Hvis vi ganger to ulige tal, far vi et ulige tal osv.

Regnereglerne kan sammenfattes i de falgende aekvivalente skemaer.

plus gange plus gange

+ lige ulige o lige ulige + 0 1 101
lige lige ulige lige lige lige 00 1 000
ulige ulige lige ulige lige ulige 1110 10| 1

Qvelse 0.21

a) Gor rede for regnereglerne for lige og ulige tal.

b) Ger rede for, at regning med pariteter svarer til regnereglerne for binaere
tal, hvor man dropper en eventuel mente (du kan leese mere om de
binzere tal i kapitel 7, C-bogen).

Hammings (7,4)-kode bestar
o - ) af fire kodebits by, by, bs, by,
Lad os antage, at vi vil sende en besked pa fire bits b, der kan lzegges i de fire gra
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b, by b4. De tre paritetsbits dannes séledes: cirke/m);rédef og tre ;
B _ paritetsbits py, po, p3, der
p;=b;+ by+ b, p,=b;+ b+ b, 09 A kan lzegges i de tre

py = b, + by + b,, hvor resultatet altid reduceres il v v overlappende gronne
X cirkelomrader. Hver
tallets paritet. 6 paritetsbit greenser op til
netop tre kodebits, og
v udregnes som summen af

disse regnet som paritet.

Qvelse 0.22
Hvor mange forskellige Hamming (7,4)-kode med en
. enkelt fejl. | de to rade felter
summer med tre led kan vi er der uoverensstemmelse
danne ud fra en besked pa Tetad (e 69 EEE e
. . =0(0} paritetsbits og de modtagne
fire bits? paritetsbits
(i parentes). Altsa er det den
anden kodebit b,, der er
modtaget med fejl.
Eksempel
Hvis beskeden er 1001, som pé illustrationen, sa er de tre paritetsbits p; p, p;
givet ved

1+0+1=0,1+0+1=0090+ 0+ 1=1,dvs. 001.

Nar beskeden modtages, er der sket en fejl, sa falgende besked tikker ind: 1101
001. Afkoderen bestemmer paritetsbits pa baggrund af den modtagne besked.
De tre paritetsbits p; p, p; ber altsé veere givet ved

1+0+1=0,1+1+1=1091+0+1=0,dvs. 010.

Vi kan nu sammenligne de paritetsbits, som afkoderen har bestemt, med de
modtagne paritetsbits.

@ Den farste paritetsbit p, = b, + b; + b, giver 0 i den modtagne besked og 0 i
den afsendte besked, dvs. denne sum er uzendret.

@ Den anden paritetsbit p, = b, + b, + b, giver 1 i den modtagne besked, men
0 i den afsendte besked, dvs. denne sum er zendret.

@ Den tredje paritetsbit p; = b, + b, + b, giver 0 i den modtagne besked, men 1
i den afsendte besked, dvs. ogsa denne sum er sendret.

P& baggrund af disse sendringer i paritetsbitsene, kan vi se, at det er bit b,, der
er gendret, idet b, indgar i de to summer med aendringer, men ikke i summen
uden aendring.

Gvelse 0.23

a) En afkoder modtager en Hammingkode (7,4) som 0111 100. Hvad er den
modtagne besked, og hvad er paritetsbitsene?

b) Ret fejlen i den modtagne besked.

Qvelse 0.24
Kunne paritetsbitsene i Hammingkoden (7,4) i stedet vaere dannet ud fra
summerne

p;=b;+ b,+ b, p,=b,+ b;+ b,ogp;=b,+ b+ b,?
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2.3 To-dimensionale stregkoder (QR koder) - et eksempel pa
fejlrettende kode

QR er en todimensional kvadratisk datastruktur som den viste. Koden skjuler
teksten Hvad er matematik? med 7% fejlretning. Netop fejlretningen har
betydning, nar man fx bruger sin mobiltelefon til at lzese QR koden, da
tegningen, der indeholder koden, kan veere upraecis. QR star for "Quick
Response".

QR-koden indeholder tre starre kvadrater, der bruges til at justere starrelse,
vinkel og retning. Alle de sma kvadrater overseettes til en reekke binzere tal, der
dels rummer beskeden, dels de fejlrettende led.

Hovedstrukturen i en kvadratisk 25x25 to-dimensional stregkode bestar af u
falgende: A

a) Tre store hjgrnekvadrater forbundet med broer og et lille kvadrat placeret
inde i det gra datomrade o
b) Fire lyserade randlinjer, fordelt pa to identiske sektioner, der hver rummer 15 EI E

bits med vigtig information om, hvordan kvadratet skal afkodes.

c) Resten (grat og lyseblat) er reserveret til information om, hvilken version der
er brugt til indkodningen (lysebla), samt tekstblokke og fejlkorrigerende
blokke (lysegra).

Blokkene bestar af 8 bits og starter i det nederste hgjre hjorne.

QR-koden dannes ved, at teksten "Hvad er matematik?" deles op i tekstblokke
med hver to tegn (hvor mellemrumstegnet repreesenteres ved ). Herved finder
vi de folgende tekstblokke:

HV AD = ng MA TE MA TI K?
1 2 3 4 5 6 7 8
1 2 3 4 5 6 7 8
A B C DV E | FE |G| H
10 1 12 13 14 15 16 17
| J K L M N O P Q
18 19 20 21 22 23 24 25 26
R S T u v W X Y Z
27 28 29 30 31 32 33 34 35
0 ?
36 37

Udsnit af det anvendte alfanumeriske alfabet, hvor hvert symbol (bogstav, tal, tegn) gives en
talveerdi.

© © o o

Vi omregner nu hver tekstblok ved at multiplicere den alfanumeriske veerdi
harende til det forste tegn med 45 og lzegge resultatet sammen med den
alfanumeriske veerdi af det andet tegn i blokken.

HV AD EE ng MA TE MA Tl K?
45:17+31 45:10+13 45-36+14 4527436 45-:22+10 45:29+14 45:22+10 45:29+18 45-20+37
=796 =463 =1634 =1251 =1000 =1319 =1000 =1323 =937

Disse 9 tal omregnes til binzere tal pa hver 11 bits. Fx er tallet 1251 =
10011100011, fordi:

1251 =1:2040-2940-28+1-2"4+1-2°+1.2540-2*+0-2°+0-22+1-2'+1:2°

Sammen med de ni bineere tal leegges to ekstra informationer, dels 0010 (=2),
der angiver, at data er alfanumerisk kodet som binzere tal, og dels 0010010
(=18), der angiver, at leengden af data er 18. Samlet giver det falgende streng af
bits:

0010 0010010 01100011100 00111001111 11001100010 10011100011
01111101000 10100100111 01111101000 10100101011 01110101001

Qvelse 0.25
a) Kontroller, at de binzere tal stemmer.
b) Hvorfor er 11 bits tilstreekkelig til at kode tekstblokkene?

Neeste trin er nu, at man skifter datastruktur. Den binaere streng

opdeles i 8-bits-blokke. Hele raekken af binzere tal deles altsa i stedet /nformation om koden er placeret
forrest, dernzest teksten, og til

op i 14 blokke med hver 8 bits: sidst ligger de fejlrettende koder.
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00100010 01001000 11100111 00111111 00110001 01001110
00110111 11010001 01001001 11011111 01000101 00101011
01110101 00100000

(hvor de fem sidste bits er tilfajet, s& hver blok er pa 8 bits).

Det er disse talblokke, der leegges pa QR-koden, som vist pa
illustrationen.

| alt er der plads til 45 otte-bit-blokke, der lsegges efter det viste
slangemganster.

Klik og du kan se en detaljeret gengivelse af, hvor de enkelte
tekstblokke findes i QR-koden, og hvordan denne laeses.


/sites/lru.dk/files/lru/hema_30_a.png
http://gymportalen.dk/sites/lru.dk/files/lru/docs/N6_Hjemmesidehenvisning_-_How_to_Make_and_read_QR_Symbols_Without_Your_Mobile_Telephone.pdf

2.4 Fejlkorrigering i en QR-kode: Polynomierne kommer pa banen

QR-koder bruger den sakaldte Reed-Solomon-fejlkorrigering. Det er en
kompliceret teori, der ligger bag, og vi vil her kun preesentere hovedidéen. Du
kan finde et projekt om problematikken her.

Fejlkorrigeringen bygger grundlzeggende pa samme ide, som vi sa i forbindelse
med Hamming-koderne: Den information, vi afsender, tilfajes nogle kontroltal,
der frembringes ud fra den oprindelige information ved bestemte fastlagte
regneoperationer. Ved Hamming-koderne tilfajede vi tre tal, som blev frembragt
ved forskellige summer af de oprindelige bits. Derved kunne vi rette en fejl.
Reed-Solomon-koder er en hel familie af koder, der alle kan rette et betydeligt
antal fejl. Omkostningen ved at konstruere koder, der kan rette mange fejl, er
normalt, at der skal tilfgjes betydeligt flere kontroltal, end tilfeeldet var hos
Hamming. Hvis dette medfarer, at den samlede streng af bits, der afsendes,
bliver meget starre end den egentlige information, sa bliver det bade langsomt
og omkostningskreevende at kommunikere. Men det lykkedes Reed-Solomon
ved hjaelp af avanceret matematik at konstruere koder, hvor andelen af bits, der
bruges til fejlkorrrektion, ikke er vaesentligt anderledes end hos Hamming, men
som kan rette op til 5-10 gange sa mange fejl.

I en QR-kode er disse fejlkorrigerende talblokke placeret til sidst i strengen. De
er konstrueret ud fra informationsblokkene ved en snedig form for addition og
multiplikation, som vi antyder nedenfor.

En talblok er et 8-cifret bineert tal. Det omskrives til et tal i titalssystemet saledes:

11010001=1-2"+1-2°4+0-25+1-2*+0-2°40-2240-2"+1-2°
=128464+0+16+0+0+ 0+ 1 =209

Denne omskrivning er neert beslaegtet med udregning af veerdien for et
polynomium, hvor tallet 2 optreeder pa den plads, hvor den variable normalt

star.

Vi forfalger denne ide og knytter til et givet binzgert tal det polynomium, der netop
har de binzere cifre som koefficienter, fx

11010001 = p(x) =1 X +1- X+ 0 X+ 1 X +0- X +0- X +0-x +1- X =x"+x®+ x* +1
Bemeerk, at med denne betegnelse er p(2) = 209.
En af de centrale ideer hos Reed-Solomon er nu, at vi regner med pariteter. Det

forenkler udregningerne betydeligt. Regner vi med pariteter, er der er fx ingen
forskel pa at lzegge sammen og treekke fra.

Qvelse 0.26
Vis dette ved at gennemga de fire tilfeelde:
1)1+1=1-1=0 2)1+0=1-0=1 3)0+1=0-1=1 4)0+0=0-0=0

Vi vender tilbage til polynomierne: Det er nu oplagt, hvordan man laegger
paritetspolynomier sammen, fx

K+ +N+E+x+ ) =x"+2- X+ +2=x"+ 4

Det virker umiddelbart lige sa oplagt, hvordan man ganger paritetspolynomier
sammen:

K+ +1) P+ R+ 1)=X+X+ X+ + X+ P+ 5+ +1
=X +2 5+ X+ 2 P+ P+ 1=+ X+ P+

Men vi leber ind i problemer, nar graden af polynomiet stiger. | Reed-Solomon-
kodningen repraesenteres 8-bits tal som polynomier af grad op til 7. Men nar vi
ganger to sddanne polynomier sammen, risikerer vi at fa et polynomium med en
grad op til 14, hvilket jo ikke svarer til et 8-bits tal. Et polynomium af grad hgjere
end 7 skal reduceres til et polynomium af grad hgjst 7. Den reduktion sker ved
polynomiers division!

For at forenkle beregningerne betragter vi i det falgende 4-bits tal i stedet for 8-
bits tal. Princippet er det samme, men beregningerne er mere overskuelige. 4-
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bits tal repreesenteres som paritetspolynomier af hgjst tredje grad. Vi udveelger
nu med stor omhu et polynomium af fierde grad, der kaldes grundpolynomiet:

gx)=x*+x+1

For 8-bits tal veelges tilsvarende et grundpolynomium af grad 8. Detaljerne, som
disse "magiske" polynomier skal opfylde, kan du leese mere om pa dette link.
Her bruger vi det til at reducere produktet af to tredjegradspolynomier. Det
reducerede polynomium er simpelthen resten ved polynomiers division med
grundpolynomiet. Denne rest er igen et polynomium, men med en grad der er
mindre end grundpolynomiets, dvs. den er netop hgjst af grad 3.

Eksempel: Polynomiers division

De to 4-bits tal 1011 og 1001 svarer til paritetspolynomierne x* + x + 1 og
x° + 1. Ganger vi dem sammen, fas sjettegradspolynomiet x® + x* + x + 1.
Benytter vi nu et veerktajsprogram til at udregne resten ved polynomiers
division, fas:

Polyremainder(x® + x* + x + 1, x* + x + 1) = X%

Men da vi regner med pariteter, svarer det til tredjegradspolynomiet X+ 8
dvs. til 4-bits tallet 1100.

Nu kommer vi sa til magien: Ser vi pa alle potenserne

{1, x, X%, X%, ..., x'%}, hvor vi regner resten ud ved polynomiers division med
grundpolynomiet, sdgennemlgber vi netop alle de egentlige paritetspolynomier
af grad hgjst tre:

Eksponent Rest ved division Reduktion til paritets-  4-bit-tallet decimal-
med grundpolynomiet koefficienter tallet

0 1 1 0001 1

1 X X 0010 2

2 S X 0100 4

3 'Y £ 1000 8

4 —x—1 X+ 1 0011 3

5 - —x £+ x 0110 6

15 4@ +6x+3 1 0001 1
Qvelse 0.27

Udfyld selv resten af skemaet fx ved hjeelp af et symbolsk regneark, og
kontroller pastanden.

Vi kan nu udnytte denne tabel som en gangetabel for 4-bits tal: Bestem de
tilsvarende potenser, adder eksponenterne og aflees 4-bits tallet ud for dette.

Detaljerne i opbygning af korrektionsblokke til de oprindelige talblokke kan du
finde pa hjiemmesiden [materiale under udarbejdelse]. Fx ser de 14

fejlkorrigerende blokke saledes ud for vores QR-kode:

142194 182 117 6 59 229 100 3 147 180 223 77 67

Qvelse 0.28
Overseet de sidste to tal til 8-bits tal, og find disse i QR-koden.

Teorien for regning med paritetspolynomier hgrer ind under den gren af den
moderne matematik, der kaldes Galois-teori. Den er opkaldt efter den hgjt
begavede og ekstremt stridbare franske matematiker, der dede alt for ung i en
ulykkelig duel.

Galois (1811-1832) som 15-arig



http://gymportalen.dk/sites/lru.dk/files/lru/docs/Projekt_0-3_Galois-legemerne_et_vaerktoej_til_fejlrettende_QR-koder.pdf

Emmy Noether: Den moderne algebra, der
udsprang fra studiet af polynomier, star i seerlig
stor geeld til Emmy Noether (1882-1935). Pa
trods af modstand fra studenterne gjorde hun
karriere ved det prestigefyldte Géttingen
Universitet, hvor hun blev en af Hilberts vigtigste
arvtagere. Han affejede studenternes bekymring
med den sarkastiske bemzerkning: Jeg driver et
matematikinstitut, ikke en badeanstalt.
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3. Kryptering

Her kan du laese mere om:

3.1 Affin kryptering og dekryptering

3.2 RSA

3.3 Et skridt mod RSA og

3.4 RSA kryptering
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3.1 Affin kryptering og dekryptering

Kryptering af beskeder har lige Kryptering med
siden antikken veeret en disciplin, (offentlig) nagle

som folk har gnsket at beherske, sa - — -
en besked ikke gav mening, hvis en -

fremmed person — fx en fjiende —fik

Dekryptering med

(hemmelig) negle

fat i beskeden. Helt grundlaeggende

kan et kryptosystem med kryptering NB: Det er kun i de mere avancerede koder, som fx RSA, at krypteringsnoglen er

og dekryptering illustreres som vist offentlg.

pa figuren.

Klartekst A B C D EF G HI J KL MNOPQRSTUVWXY Z
Kryptotekst F G H I J KL M NOPQRST UV WXYZAB CDE

Qvelse 0.29
Krypter teksten "VI ANGRIBER VED DAGGRY", idet du dropper
mellemrummene.

Vi kan regne pa krypteringen ved at oversaette bogstaverne til tal. Den mest
anvendte kode hedder ASCII-koden. Den er indbygget i de fleste
veerktajsprogrammer med to funktioner: En, der laver et tegn om til et tal, fx A til
65, og den modsatte, der laver tallet om til et tegn.

Gvelse 0.30

Find ud af, hvordan dit veerktajsprogram handterer ASCll-koden. | Excel kan
du fx finde funktionerne Kode og Tegn under kategorien Tekst.
Internationalt bruges typisk noget med Ord (for ordinal, dvs. det tal, der er
tegnets position i den alfabetiske raek- kefglge) og Char (for character).

Hvis vi kun @nsker at bruge store bogstaver, kan vi forenkle ASClI-koden ved at
treekke 65 fra. Vi finder derved den falgende talrepraesentation af naglen:

Klartetkst A B C D EF G H I J K L M N OP QR ST UV WX Y
Klartal 01 23 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
Kryptotal 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 0 1 2 3
Kryptotekst F G H 1 J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z A B C D
Talrepreesentationen i tabellen viser, at vi skal lzegge 5 il klartallet for L3 21 0 1 2 3
at fa fat i kryptotallet, men samtidig sa skal vi regne, sa 21 + 5 =0, 22 "_\ ;1'10"“1
+5=1,23 + 5 =2 osv. Denne regnemetode hedder regning med ./ 10 2 s

Hne - 3

restklasser eller moduloregning. Vi kender den fra uret, hvor man
regner modulo 24 (eller 12). | almindelighed kan man ved restklasser
modulo n forestille sig, at man vikler en tallinje rundt om en cirkel, der
har omkredsen n. Hver gang vi gar n positioner frem pa den omviklede
tallinje, rammer vi alts& det samme punkt pa cirklen. Restklasserne
repraesenteres af tallene {0, 1, 2, ..., n — 1}, der kaldes for de principale
rester ved division med n.

Seetning 4: Division med rest

For vilkarlige hele tal tog n, hvor n > 0, findes to entydigt bestemte
hele tal gog r, hvor t=q* n+ rog 0 = r < n. Man siger, at ngar q
gange op i t, og at rer den principale rest ved division med n.

Ethvert broktal t kan altsa spaltes som et helt tal, kvotienten g, og den aegte
n

brok £, idet 0= L < 1.
n n

Viindfarer nu en szerlig betegnelse for den principale rest rfremkommet ved
division med n:

Definition: t(mod n)

For vilkarlige hele tal tog n, hvor n > 0, lader vi ¢(mod n) betegne den
principale rest, nar man udferer divisionen af t med n.

25

m
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Qvelse 0.31
Find ud af, hvordan modulo-funktionen eller rest-funktionen er indbygget i
dit veerktajsprogram.

| forbindelse med tabelrepraesentation af Julius Caesar-kryptosystemet, sa vi, at
vi startede forfra, n&r summen af tallet i klarteksten og 5 giver 26. Dette betyder,
at vi kan opfatte vores system som division med 26, og at vores bogstav i
kryptoteksten netop repraesenteres som resten ved division med 26.

Julius Ceesar-kryptosystem (med skiftet 5) er altsa givet ved funktionen
y = x+ 5 (mod 26), hvor x er talrepraesentationen af et bogstav i klarteksten, og
y er talrepraesentationen af bogstavet i kryptoteksten. Funktioner, hvor
definitionsmaengden er en delmaengde af de hele tal, kaldes diskrete funktioner.

Qvelse 0.32

a) Opskriv teksten "VI ANGRIBER VED DAGGRY" som en liste i dit
veerktajsprogram, fx i dit regneark, og udfer krypteringen ved forst at
overseette listen til tal, derefter udfere forskydningen y = x + 5 (mod 26)
og endelig overseette den forskudte talliste tilbage til bogstaver.

b) Oversaettelse af en krypteret tekst kaldes dekryptering. Opskriv en
dekrypterings- formel ud fra x og y.

Gvelse 0.33 ROT13-system

N&r man i et chat-forum kommer ind pé et felsomt emne, fx hvem der er

skurken i en kriminalroman, kan man sla koden ROT13 — givet ved formlen

y = x+ 13 (mod 26) — til, for at sikre at uskyldige ajne ikke uoverlagt far

afslgret hemmeligheden.

a) Hvad bliver dekrypteringsformlen for dette Julius Caesar-kryptosystem,
hvor skiftet altsa er 13.

b) Hvad er fordelen ved netop dette Julius Ceesar-kryptosystem?

Qvelse 0.34
Hvor mange forskellige Julius Caesar-kryptosystemer kan vi konstruere?

| Julius Ceesar-kryptosystemet er det nemt at se et manster fra en klartekst til en
kryptotekst, og derfor er kryptosystemet ogsa nemt at bryde. Men selv uden
dette monster skal vi bare efterprave et lille antal nagler, for at bryde koden.

Det er altsa ret nemt i praksis at bryde en forskydningskode af denne type.

Leeg meerke til, at vi godt kan afbilde grafen for en modulus-funktion i et
gitterdiagram:

sscochoocco@osssgdanooales

CERE R

I

.Ilc....b--

¥ y = %45 (mod 26) ¥
254 @ BlesssaPprssagasssassnnam
.
23¢ » 23 |
.
214 = 21
194 & 19
.
174 = 17
154 15
.
134 o 13
L
1% = 1
94 s 9
-
Ty o 7
54 e 5 4 s/
: 5
it e 3t e
. f "
11 ¢ 1 ; T
01 3 & T 9 11 13 15 17 19 21 23 25 X 0 1 83 5 7 9 1113 156 17 18 21 23 25

X

Grafen for den diskrete funktion y = x + 5 (mod 26)  Grafen for den diskrete funktion y = 5 - x (mod 26)

med den omvendte funktion y = x + 21 (mod 26). med den omvendte funktion y = 21 - x (mod 26).

2D animation - Linezere modulus-funktioner (html)
2D animation - Linezere modulus-funktioner (ins)

Vi konstruerer nu pa baggrund af modulus-regning et kryptosystem, y=5-x
(mod 26), hvor mansteret ikke er helt s& nemt at gennemskue.

Qvelse 0.35
Opskriv naglen for dette kryptosystem.
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P& samme made kan vi opskrive et kryptosystem, y = 2 - x (mod 26), med
falgende tabelrepraesentation:

Klartekss A B C D E F G H | J K L M N O P Q R

Klartal 012 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

Kryptotal 02 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 0 2 4 6 8

Kryptotekst A C E G | K M O Q S U W 'Y A C E G I
Gvelse 0.36

a) Kommenter oversaettelsen frem og tilbage mellem kryptotekst og
klartekst for dette system.

b) Kommenter gitterdiagrammet for den diskrete funktion y =2+ x (mod 26).

¢) Udnyt dit veerktajsprogram til at indfare en skyder for din
proportionalitetskonstant a, og undersag for hvilke veerdier af a, du far en
entydig kodning med kryptosystemet y = a - x (mod26).

Hvis der skal veere en entydig sammenhaeng mellem bogstaverne i
kryptoteksten og bogstaverne i klarteksten, som vi ser i tilfeeldet med y =5+ x
(mod 26), men ikke i tilfaeldet med y = 2 - x (mod 26), viser det sig, at vi ma
kreeve, at den starste feelles divisor mellem 26 og proportionalitetskonstanten a i
kryptosystemet y = a- x (mod 26) er 1. Vi siger, at a og 26 skal veere indbyrdes
primiske.

Definition: Storste faelles divisor

Et helt tal d er feelles divisor i to andre hele tal aog b, hvis tallet d gar
op i dem begge, dvs. d | aog d | b. Den sterste feelles divisor for
tallene a og b benavnes sfd(a,b)

Qvelse 0.37
a)Bestem i handen sfd(5,26) og sfd(2,26).

Undersgag, hvad storste-faelles-divisor-funktionen hedder i dit veerkiej.
Internationalt betegnes den Greatest Common Divisor og hedder derfor
typisk noget med gcd(a,b).

Nar vi regner med restklasser, er det nemt nok at lzegge dem sammen
og traekke dem fra hinanden. Det svarer til drejninger af talcirklen.
Regner vi modulo 12, vil addition med restklassen 3 fx svare til en
drejning pa 90° med uret, mens subtraktion med restklassen 4 vil
svare til en drejning pa 120° mod uret. Det forer til regnereglerne:

a+ b(mod n) = a(mod n) + b(mod n)

a— b(mod n) =a(mod n) — b(mod n)

S T U V W X
18 19 20 21 22 23
10 12 14 16 18 20
K M O Q S U

Y Z
24 25
22 24
W Y

De kan bruges til at forenkle beregningen af modulaere summer/differenser for store veerdier af aog b. Fx

55 + 28(mod 26) = 3 + 2(mod 26) = 5(mod 26).

Mere overraskende er det nok, at man ogsa kan gange restklasser sammen,
dvs. der geelder ogsa

a- b(mod n) = a(mod n)-b(mod n).
Fx fas
55-28(mod 26) = 3-2(mod 26) = 6(mod 26)

Men nulreglen geelder ikke nadvendigvis for multiplikation med restklasser.
Fx geelder der jo

2+-13(mod 26) = 26(mod 26) = 0(mod 26)

Af samme grund volder division med restklasser problemer. Ethvert tal a= 0
har et reciprokt tal a'. Men til en givet restklasse a (mod n) findes der altsa ikke
nedvendigvis en reciprok restklasse a' (mod n). P4 linket her kan du finde et
projekt, hvor vi gar i dybden med regnereglerne for restklasser.
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Generelt ansker vi et kryptosystem, hvor der til krypteringsformlen y = a- x
(mod 26) horer en dekrypteringsformel x = a' - y (mod 26), hvilket svarer til, at
vi skal kunne bestemme et reciprokt tal $a*{—1} (mod 26).

Definition: Reciprkt element modulo n

Restklassen a (mod n) siges at have et reciprokt element modulo n,
hvis der findes et tal x(mod n), som opfylder ligningen a- x(mod n) =
1. | givet fald skriver vi x = a' (mod n).

Som vi har set i tabellen for kryptosystemet y =2 - x (mod 26), findes der ikke et
reciprokt tal til restklassen 2 (mod 26). Derimod har vi set, at der findes et
reciprokt tal til restklassen 5 (mod 26), idet vi har fundet 5 - 21 (mod 26) = 1

(mod 26). Det reciprokke element til 5 (mod 26) er altsa 21 (mod 26).

Qvelse 0.38

a) Vis, at 5-21(mod 26) = 1(mod 26).

b) Opstil tabeller/grafer i dit veerktajsprogram, der finder de reciprokke tal
modulo 26.

¢) Hvad er karakteristisk for de restklasser, der har et reciprokt tal modulo
267

d) Kan du formulere en generel regel for, hvornar tallet a har et reciprokt tal
modulo n?

Det viser sig altsa, at tallet akun har et reciprokt tal a~' modulo n, hvis aog ner
indbyrdes primiske, dvs. sfd(a,b) = 1. Vi kan finde det reciprokke tal ved fx at
gennemga multiplikationstabellen a - x (mod n). Det er kun effektivt, hvis tallet n
ikke er for stort. Det reciprokke tal kan imidlertid ogsa bestemmes pa en
smartere made. Det viser sig nemlig, at der findes en effektiv algoritme, den
sakaldte Euklids algoritme, der dels kan bruges til at afgere, om to tal aog ner
indbyrdes primiske, dels i bekraeftende fald til udregning af det reciprokke tal a™'
(mod n). Pa dette link kan du finde et projekt, hvor vi dykker ned i Euklids
algoritme. Hvis vi kender tallene a og n, kan vi altsd nemt bryde koden
y=a-x(mod n).

Der er tradition for at kalde en diskret linezer funktion y = a- x + b(mod n) for
en affin funktion, idet affin i det store og hele bare er en mere avanceret made
at sige lineger pa. De giver anledning til de affine kryptosystemer.

Qvelse 0.39

a) Krypter teksten "VI ANGRIBER VED DAGGRY" (uden mellemrum) med
den affine kode y = 11 - x + 5(m0d26).

b) Konstruer passende gitterdiagrammer for bade y som diskret funktion af
X, og x som diskret funktion af y, hvor du altsa spejler grafeni y = x, for
at fa en grafisk fremstilling af den omvendte diskrete funktion.

c) Gar rede for, at 11 og 26 er indbyrdes primiske, hvorfor den affine
diskrete funktion er entydig.

d) Bestem det reciprokke tal til 11 modulus 26. Find herved ligningen for
den omvendte kode. Tegn grafen for denne, og kontroller, at den passer
med grafen for den om- vendte diskrete funktion.

Qvelse 0.40 Udfordring

Klassen modtager kryptoteksten "BVEZGTKEHGKEHIW", som | ved er en
affin kryptering af en engelsk tekst uden mellemrum, dvs. pa formen
y=a-x+ b(mod 26).

Kan | bryde koden?
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3.2 RSA

| afsnittet om lineeer kryptering har vi set, at vi kan lave mange forskellige
kryptoalfabeter, men ikke alle er lige oplagte i matematisk henseende, da der
ikke altid findes en entydig dekryptering. Trods de mange forskellige
kryptoalfabeter, sa er de kodede meddelelser lette at dekryptere for en spion
eller en hacker, da hyppigheden af de enkelte bogstaver i den krypterede tekst
folger samme manster som hyppigheden i den ikke-krypterede tekst, og dermed
kan spionen eller hackeren hurtigt ved en frekvensanalyse bryde den

krypterede tekst.

United States Patent (=
Hieliman o al.
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disse tre links: 1, 2 og 3.

Ideen bag en public key krypteringsmetode er, at afsender og modtager bruger
to seet nagler: En offentlig (Public) nagle, som alle har kendskab til, der bruges
til at danne kryptoteksten, og en privat (Secret) nagle, der bruges til at afkode
kryptoteksten. | deres patent skriver de, at kryptoteksten sendes pa en usikker
kanal, hvilket vi i dag taenker pa som internettet, hvor alle jo kan lytte med, men
det var der ingen, der i 1977 havde i tankerne.

Hvordan deler man en fzelles hemmelighed over en Bob
usikker kanal? Alice og Bob blander deres fzelles -
farve gul med hver deres tilfeldige farve Conmnme paint
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alle far lov til at se! Ved at blande red/gren med . +
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RSA-kryptering, hvor RSA er s expensive)
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med de tre ovennzevnte arbejdede pa MIT.
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Qvelse0.41
Ideen bag Diffie-Hellman-Merkles key exchange er glimrende beskrevet i
videoen Gambling with Secrets, som du kan se via dette link.

For at konstruere en diskret krypteringsfunktion, der er sveerere at vende om

end den diskrete affine funktion, vender vi os nu mod diskrete

eksponentialfunktioner & (hvor den omvendte funktion er en diskret

logaritmefunktion / 0og,(x) ) og diskrete potensfunktioner x? (hvor den omvendte
1

funktion igen er en diskret potensfunktion xE). Begge typer bruges til kryptering,

men vi vil isaer fokusere pa potensfunktionerne.

Vi har set, at man godt kan gange med restklasser. Ved potenser skal vi veere
mere forsigtige. Nar vi udregner potensen a”(mod n), s& kan det opfattes som
et gentaget produkt

a"(mod n)=a-a...-a(mod n) (m gange)

Vi kan derfor godt opfatte grundtallet a som en restklasse, og specielt kan vi
reducere grundtallet modulo n. Vi kan derfor arbejde med store grundtal, fx

55%(mod 26) = 3*(mod 26) = 27(mod26) = 1

Men eksponenten m er et antal, og den kan ikke uden videre opfattes som en

exchange. Patentet pa krypteringsmetoden
indsendte de i 1977, og det blev godkendt i 1980.
Artiklen og supplerende information kan du finde via
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restklasse. Specielt kan den ikke reduceres modulo n. Det giver specielle
problemer med at holde mellemregningerne nede ved store potenser. Dette
undersgger vi nzermere pa hjemmesiden [materiale under udarbejdelse].

Qvelse 0.42
Bestem ved handregning 4% (mod 11), 7' (mod 11) og 5 (mod 11).
Kotroller med et veerktajsprogram.

Bortset fra meget simple ¥ y= x* [mod 11) ¥ y= x* (mod 11)
potensfunktioner, som 1; soror e K=t ‘: k=3
y = x" (mod n), kaster 10 . 10
13 LI - . - . - . L]
den kontinuerte graf ikke o PO 7
lys over mgnstret i den 8f = =+ = - s e
diskrete graf. Bl g m e :
4 . & = « & & 4+ = @ 4
3 . = = 2 = ® 3 = ® 3
af = T o 2 - 0
1 - & & & & ® & & = 1
i
@ 1 2 3 4 5 B T B 8 W X o 1 2 3 4 5 &8 7T 8 58 W X

2D animation - Potensfunktioner som modulus-funktioner (html)
2D animation - Potensfunktioner som modulus-funktioner (tns)

Qvelse 0.43  Graferne for de diskrete potensfunktioner 1

a) Vi veelger farst et primtal n= 11. Undersgg de diskrete potensfunktioner
y = x"(mod 11) for k=1, 2, ..., 11 ved at oprette tabeller og grafer.
Brug gerne en skyder for eksponenten k.

b) For hvilke veerdier af eksponenten k er den diskrete potensfunktion
entydig?

¢) Hvad er der specielt ved den diskrete potensfunktion y = x'" (mod 11)?

d) Hvad er der specielt ved den diskrete potensfunktion y = x° (mod 11)?

€) Hvilken sammenhaeng er der mellem de diskrete potensfunktioner y = x°
(mod 11) og y = X" (mod11)?

Ovelse 0.44 Graferne for de diskrete potensfunktioner 2

a) Vi veelger dernzest et sammensat tal n=26. Undersog de diskrete
potensfunktioner y = x* (mod 26) for k=1, 2, ..., 13 ved at oprette
tabeller og grafer.
Brug gerne en skyder for eksponenten k.

b) For hvilke veerdier af eksponenten k er den diskrete potensfunktion
entydig?

¢) Hvad er der specielt ved den diskrete potensfunktion y = x'® (mod 26)?
Hvad er der specielt ved de diskrete potensfunktioner y = x° (mod 26),
y=x" (mod 26) og y = x'" (mod 26)?

d) Samme gvelse for n=25

Nar vi ser pa tabellerne/graferne for de diskrete potensfunktioner, sa er det
umiddelbart langt sveerere at se et system i de krypterede beskeder, og derfor

kunne en kryptering, der involverer en diskret potensfunktion, veere en vej frem.

Ydermere antyder gvelserne, at der til nogle naturlige tal n findes en magisk
eksponent m, for hvilken der geelder x"(modn) = 1. Endelig tyder avelserne
0gsa pa, at hvis en diskret potensfunktion er entydig, sa er den omvendte
diskrete funktion igen en diskret potensfunktion.
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3.3 Et skridt mod RSA

Hvis vi anvender diskrete potensfunktioner i forbindelse med public key
kryptering, sa skal vi have konstrueret savel en offentlig som en hemmelig
nagle. Vi far da brug for at kunne finde den magiske eksponent hgrende til de
diskrete potensfunktioner modulo n. Dette problem blev lgst af Euler.

Definition

Eulers P-funktion for et naturligt tal n er fastlagt som antallet af
naturlige tal mindre end n, der er indbyrdes primiske med n.

Eksempel
((10) = 4, da netop de fire tal 1, 3, 7 og 9 ud af tallene {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} er
primisk med 10.

Gvelse 0.45
Bestem tallene @ (11), (P(26) og (P(25)

Euler opdagede nu en vigtig forbindelse mellem diskrete potenser a” (mod n) og
Eulers (p-funktion.

Seetning 5: Eulers satning om modulu-regning

Hvis a og n er indbyrdes primiske, kan vi reducere eksponenten

modulo @Q(n), dvs. a” (mod n) = gmmod @) (aoq )

Beviset findes pa hjemmesiden [materiale under udarbejdelse].
Dette er ngglen til at forenkle beregninger med potenser, og det er ogsa ngglen

til at finde inverse diskrete potensfunktioner, idet der viser sig at geelde
falgende:

Szetning 6: Potensfunktioner, der har omvendt funktion

Hvis n er et primtal, sa er den diskrete potensfunktionen y= x (mod n)

entydig, netop nar k er indbydes primisk med ((n) = n-1. Den
omvendte diskrete potensfunktion er da givet ved y = x™ (mod n), hvor
m=k'(mod @(n)).

Bevis
Hvis x er indbyrdes primisk med n, gaelder der ifelge Eulers saetning:

(X)™ (mod nm)=x*"™(mod n) = x** ™md @) gy (od n) = X' (mod )

Men det er kun x = 0, der ikke er indbyrdes primisk med n, og her gaelder
saetningen trivielt.

Eksempel: Ideen i kryptering og dekryptering med RSA

Veelg et primtal n= 11 og et tal e mindre end (P(11) = 10, dvs. veelg et tal e,
1 < e< 10, der er indbyrdes primisk med (P(11) = 10. Vi veelger e= 7. Den
offentlige nagle bestar af talparret (n, e) = (11,7).

Afsenderen kan nu kryptere teksten ved hjeelp af den diskrete potensfuntion
y = x"(mod 11). Vaelger vi klarteksten til at vaere tallet 4, er den krypterede
tekst:

47 (mod 11) = 16384 (mod 11) =5.

Den hemmelige nagle er den eksponent d, der skal gare det muligt at
dekryptere teksten. Der gaelder altsa, at d kan bestemmes ved d = e™' (mod
10). Vi skal derfor bestemme d, s& d - 7 (mod 10) = 1. For sa sma tal er det ikke
sveert at finde d = 3, men ellers ma vi i gang med Euklids algoritme. Vi
dekrypterer teksten med den omvendte diskrete potensfunktion y = x> (mod 11)



og finder som forventet:
5% (mod 11) =4
Konklusion: Med den offentlige nagle (n, ) = (11,7) kan alle altsa kryptere

beskeder, der kun indeholder de 10 forste bogstaver A, B, C, D, E, F, G, H, | og
J. Modtageren dekrypterer beskeden med den hemmelige nagle d = 3.

Ovelse 0.46
Krypter en besked med falgende Klatal 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
klartekster: Kryptotal




3.4 RSA kryptering

Da ner et primtal og sendes over en usikker kanal, som internettet er, sa er det

med den ovenstédende kode let at bestemme (P(n), og dermed bestemme d,
hvorved alle kan dekryptere! Ideen i RSA-algoritmen af Ron Rivest, Adi Shamir
og Leonard Adleman er derfor, at det skal veere rigtigt sveert at undersgge tallet

nog herunder bestemme (@ (n).

Saetning 7

Hvis n er et produkt af to forskellige primtal p og g, sa er den diskrete
potensfunktion y = x* (mod n) entydig, netop nar k er indbyrdes

primisk med @(n) = (p-1) - (g—1). Den omvendte diskrete
potensfunktion er da givet ved y = x™ (mod n), hvor

m=k'(mod @(n)).

Qvelse 0.47
Gennemfer selv argumentet, nar x er indbyrdes primisk med n. De gvrige
detaljer finder du pa hjemmesiden [materiale under udarbejdelse].

Eksempel

Veelg to primtal p= 11 og g = 7. Ud fra dette bliver n=p-q=11:7 =77. Igen
skal vi veelge et tal e mindre end (P(77) = (11-1) - (7—1) = 60, dvs. 1 < e < 60.
Og e skal vaere indbyrdes primisk med ((77) = 60. Vi veelger igen e= 7. Den
offentlige n@gle bestar af talparret (n, €) = (77,7). Afsenderen kan nu igen
kryptere teksten ved hjaelp af den diskrete potensfunktion y = x” (mod 77).
Vaelger vi klarteksten til at veere tallet 4, finder vi kryptotallet 4’ (mod 77) =
16384(mod 77) = 60.

Den hemmelige nagle er den eksponent, der skal gere det muligt at dekryptere
teksten. Der geaelder, at den hemmelige eksponent d kan bestemmes ved

d = e'(mod 60). Vi skal derfor bestemme d, s& d - 7(mod 60) = 1. Gar vi 7-
tabellen igennem, finder vi d = 43. Med denne hemmelige nagle kan vi altsa
dekryptere vores kryptotekst:

60*(mod 77) = 28873788203902465586531907309404160000
000000000000000000000000000000000000000(mod 77) = 4

Konklusion: Med den offentlige nagle (n, e) = (77,7) kan alle kryptere beskeder
skrevet med det engelske alfabet, og modtageren kan dekryptere med den
hemmelige nagle d = 43.

Qvelse 0.48

Krypter en besked med

folgende klartekster: Klartal 112(8[4|5]|6|7|8/|9f10]11]12|13
Kryptotal

Qvelse 0.49 RSA og computersikkerhed

Da RSA-koden blev introduceret og viste sig at veere ubrydelig, gik der
politik i brugen af RSA. Pa linket her findes en artikel fra Politiken den 25/3-
1992 af Ole Griinbaum, der fortaeller om dette.
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4. Projekter

Projekt 1.1 Kardinalitet og regning med kardinaltal

Opdagelsen af, at der findes flere slags uendelighed, var graenseoverskridende. | farste omgang var fokus
pa forskellen mellem teellelige meengder som maengden af naturlige tal, og ikke-teellelige meengder, som
maengden af reelle tal. Til hver slags uendeligt knyttedes et kardinaltal. Da man opdager en konstruktion, der
ud fra ét kardinaltal altid kan give et stgrre, overskrider man virkelig greensen til en ny verden — en
uendelighed af kardinaltal med deres helt egne og maerkelige regneregler.

Projekt 1.2 Archimedes' bestemmelse af tallet pi

Tallet p er lig med forholdet mellem en cirkels omkreds og dens diameter. Hvis diameteren er 1, er
omkredsen altsa p. Dette fik allerede i oldtiden Archimedes til at overveje, om man ikke kunne beregne p
ved en intervalruse af tal, der naermer sig tallet p henh. nedefra og oppefra. Nedefra kommer en folge af tal,
der er omkredsen af indre polygoner i cirklen, og oppefra kommer tilsvarende omkredsen af ydre polygoner.

Projekt 1.3 Graenseveerdi og kontinuitet — klassisk og moderne

Kontinuitet er et betydeligt svaerere begreb at fa styr pa end differentiabilitet. Det skyldes, at differentiabilitet
er en "finere” egenskab, saledes at klassen af differentiable funktioner er meget mindre omfattende, end
klassen af kontinuerte funktioner. Handteringen af kontinuitet drejker sig om at kunne handtere et
graenseveerdibegreb. | dette projekt vil vi dykke ned i den moderne teori for greenseveerdi og kontinuitet, den
sakaldte epsilon-delta-metode, vise styrken heri og undersege sammenhzengen med den klassiske talfalge-
definition, der er den geengse i gymnasiet.

Projekt 1.4 De reelle tal og 2. hovedszetning om koninuitet

De to hovedseetninger om kontinuerte funktioner anvendes igen og igen, ofte uden man teenker videre over
det. Det skyldes, at de er intuitivt indlysende. Men samtidig er de overraskende vanskelige at bevise. Den
forste,

, eller saetningen om mellemliggende vaerdier er bevist i kapitel 1. Den anden, maks-min saetningen,
bevises i dette projekt. Projektet er bygget op som et opgaveforleb, hvor leeseren via en reekke gvelser selv
nar frem til at vise szetningen.
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1. Kontinuitet (supplerende stof)

Kontinuitet er et af de mest fundamentale begreber i matematik, men det viser
sig ogsa at veere et af de vanskeligste at forsta til bunds. Ordet kontinuitet
indgar i hverdagssproget og de fleste har en rimelig klar intuitiv fornemmelse af,
hvad man forstar, nar man harer, at et eller andet har forandret sig kontinuerligt
over en periode. Vi forventer, at der har veeret tale om en jeevn udvikling uden
de store spring.

Vores matematiske beskrivelse af kontinuerte funktioner sker ofte med lan fra
hverdagssproget, idet vi fx siger, at en funktion er kontinuert, hvis dens graf kan
tegnes som én sammenhaengende kurve, hvor vi populeert sagt ikke lofter
blyanten fra papiret. Det betyder fx, at hvis en funktion ét sted antager negative
veerdier, og et andet sted positive veerdier, s& ma dens graf have passeret 1.
aksen, dvs. der ma findes et nulpunkt. Denne version af saetningen om
mellemliggende veerdier, er et eksempel pa en meget letforstaelig pastand, der
forekommer indlysende, men som viste sig at veere uhyre vanskelig at bevise.

| dette kapitel forteeller vi om, hvordan arbejdet med at forsta
kontinuitetsbegrebet til bunds ferst bar frugt, da man opdagede, at lasningen la i
at forsta tallenes natur, og det lykkedes at give en beskrivelse af tallinjen som et
sammenhaengende kontinuum.

Vi laegger ud med kimen til alt dette, nemlig fortaellingen om Cantors opdagelse
af, at uendeligheden har mange flere lag, end man hidtil havde anet.



1. Uendelighed - Da man fik styr pa de reelle tal

| december 1873 gor den tyske matematiker Georg Cantor en af
matematikhistoriens starste og mest overraskende opdagelser: Der er flere
slags uendelighed. Ordet uendeligt indgar i sproget, men uendeligt er ikke bare
uendeligt.

Der er uendeligt mange naturlige tal (0, 1, 2, 3, 4, ...), og der er uendeligt mange
rationale tal (alle braker og periodiske decimaltal). Der er ogsa uendeligt mange
irrationale tal (tal som V2 og TI, der ikke er periodiske decimaltal). Men
maengden af irrationale tal er uendelig stor pa et helt andet niveau end fx
maengden af alle rationale tal. De rationale tal kan stilles pa reekke og teelles.
Sadanne talraekker kaldes teellelige. Alle rationale og irrationale tal kan vi
afseette pa tallinjen, og de kaldes tilsammen for de reelle tal. Veelger vi et tal
tilfeeldigt ud, sa er sandsynligheden for at fa et rationalt tal lig med 0, og
sandsynligheden for at fa et irrationalt tal er 1 — altsa 100%! Det virker seert, for
godt nok kender vi il irrationale tal som V2, Tl og V4, men det forekommer
noget sveerere at finde pa den slags end pa rationale tal. Og vi er kun lige gaet
inden for porten til det maerkelige land, Cantor opdagede.

Tal som V2 og *V4 udger en szerlig paen gruppe af irrationale tal, idet de kan
optraede som radder i et polynomium med hele tal som koefficienter:

V2 er rod i polynomiet p(x) = x*-2

34 er rod i polynomiet q(x) = xX*—4

Alle de tal, der kan optreede som rgdder i polynomier med heltallige
koefficienter, kaldes for algebraiske tal.

@velse 1.1

a) Vis, at tallet 7 er algebraisk.
11

b) Vis, at en vilkarlig brek P hvor pog ger hele tal, er algebraisk.
q

c¢) Antag at tallet ¢ er rod i et polynomium p(x), hvor koefficienterne er
rationale tal. Vis, at sa er t ogsa rod i et polynomium med hele tal som
koefficienter.

Qvelse 1.2

Alle rgdder i polynomier med heltallige koefficienter, dvs. alle de

skaeringspunkter graferne for disse polynomier har med 1. aksen, er

algebraiske tal. Det er saledes nemt at frembringe masser af algebraiske tal!

Vi vil nu konstruere en generator til frembringelse af algebraiske tal ved

hjeelp af skydere i et veerktajsprogram.

a) Tegn grafen for 3. gradspolynomiet p(x) = a* x> + b+ x* + ¢+ x + d hvor
du angiver koefficienterne med skydere. Lad de fire skydere lgbe i
intervallet [—10; 10], og seet skridtlzengden til 1, sa alle skyderne
springer med heltallige skridt. Treek i skyderne, og repeter
koefficienternes betydning for det grafiske forlgb.

b) Indstil nu som udgangspunkt skyderne, s& a=1, b= -2, ¢ = -3 og
d = 4, og bestem ved aflaesning grafens skeeringspunkter med 1. aksen,
dvs. redderne for p(x) = x* — 2 x¥* — 3 x + 4. Herved har du frembragt
tre algebraiske tal. Noter disse.

c) Frembring selv flere algebraiske tal ved at andre pa skydernes vaerdier.

Det er saledes nzerliggende at stille spargsmalet: Findes der tal, som ikke er
algebraiske? Det var matematikere lzenge i tvivl om, men ligesom med
spagelser og afskyelige snemaend, sa kan man godt navngive faenomener, der
maske/maske ikke findes. Tallene blev kaldt for transcendente tal, hvilket skal
antyde, at de overskrider alt, hvad vi hidtil har af begreber om tal. | 1844 fandt
den franske matematiker Joseph Liouville (1809-1882) de farste af disse
"spogelsestal”, idet han beviste, at tallet:

L=10""+10"2410"%+ 1072+ ...+ 107 "...

@® ]
= 5 107"

n=1

er transcendent. n! er produktet af alle tal op til n,dvs. 1! =1,2!=2-1=2,

Pa billedes ses Georg
Cantor (1845-1918) og ved
siden af ham "Aleph”, det
forste bogstav i det
hebraiske alfabet, som
Cantor anvendte i sine nye
symboler for de forskellige
slags uendelige tal, han
arbejdede med. Fx er N,
betegnelsen for det
uendelige tal, der er knyttet
til maengden af naturlige tal.

Portreet af Joseph Liouville
fra avisen: La France
llustrée, september 1882.
Liouville-tallene beskrives
forste gang i artiklen:
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31=3:2:-1=6,4'=4-3:2-1=2408v. Lioville, Joseph, Nouvelle
demonstration d'un
theoreme sur les irrationalles
algebriques (1844,).

Skriver vi tallet L som decimalbrek, ser det saledes ud:
0,1100010000000000000000010000...

hvor der star 1-taller pa pladserne med numre 1!, 2!, 31, 4!, ... . Helt generelt er
alle tal, der kan skrives pa formen:

a=a,-10""+2a,-10%+3,-10 %+ 4a,- 107

1 @ 1
+.+a,-100"= 5 a,-107"
n=1

transcendente. Her er a,, a,, a, osv. hele tal mellem 0 og 9.
Disse tal kaldes naturligvis Liouville-tal i dag.

Der gik ca. 30 ar for neeste opdagelse. | 1873 beviste den franske matematiker
Charles Hermite (1822-1901) nemlig, at grundtallet e for den naturlige
eksponentialfunktion er transcendent. Og i 1882 lykkedes det den tyske

matematiker Ferdinand Lindemann (1852-1939) at bevise, at tallet TT er
transcendent. Den sidste opdagelse var samtidig et svar pa det gamle
spergsmal, om man kan lgse cirklens kvadratur, dvs. om man ved hjeelp af
passer og lineal kan konstruere et kvadrat, der har samme areal som en cirkel.
Den historie fortalte vi i B-bogens kapitel 5. S& nu havde man da tre slags
transcendente tal. Der er siden fundet flere, men der er ingen generelle metoder

til det, sa der er mange ulgste problemer. Man ved fx ikke om tal som &°, l'[n,

T® eller 2“ er transcendente. Men det lykkedes i 1934 for den sovjetiske
matematiker Alexander Gelfond at bevise, at en bestemt klasse af potenser alle

er transcendente, og denne klasse indeholder fx tallene en 0g 22,

Transcendente tal er altsa ikke ligefrem lavt hzengende frugter, der er lette at
plukke.

Her kan du ga pa opdagelse i nogle af de kendte transcendente tals
decimalcifre og finde fx din egen fodselsdato!

Det er sveert at forestille sig, hvor kompliceret strukturen af en enkelt uendelig
decimal- brgk er. Vi har set, hvor sveert det var at fa styr pa de transcendente
tal. Det er endnu sveerere at fa styr pa de normale tal. Et tal kaldes normalt, hvis
decimalbrgksudviklingen er fuldsteendig tilfeeldig. Det indebeerer bl.a., at alle
decimalcifre (fx tallene 3 og 4) skal forekomme lige mange gange, alle par af
decimalcifre (fx parrene 25 og 73) skal forekomme lige mange gange, alle tripler
af decimalcifre (fx triplerne 100 og 555) skal forekomme lige mange gange osv.
P& samme made som med de transcendente tal, er de normale tal ikke
teellelige, sa der er rigtigt mange af dem. Veelger vi et tilfeeldigt reelt tal, sa er
sandsynligheden 1 for, at der er tale om et normalt tal! Men det er sveert og
maske endda umuligt at bevise, at et forelagt tal er normalt. Man formoder, at

V2 og TT er normale tal, men vi ved det som sagt ikke.

Vi ved imidlertid, at hvis et tal er normalt, sa vil enhver serie af decimalcifre
optraede uendeligt mange gange. Hvis vi samler cifrene i tripler (xxx) og tolker
dem som ASClII-koder for tastaturets bogstaver, tal og grammatiske tegn
(American Standard Code for Information Interchange), vil fx Shakespeares
samlede veerker optreede uendeligt mange gange! Ja, ikke blot det, men ogsa
udgaverne med vilkarlige stavefejl vil optreede uendeligt mange gange! Pa trods
af (eller netop fordi) et normalt tals decimalbroksudvikling ingen struktur har,
rummer decimalbrgksudviklingen for et normalt tal altsa en uendelig
mangfoldighed af strukturer, der afspejler alt, hvad vi kan finde i det uendelige
univers.

Her er der adgang til en artikel, der uddyber begreberne tilfeeldige og normale
tal.

Her er en kort introduktion til ASCII-koder.

|1 1874 viser Cantor, at meengden af algebraiske tal er uendelig pa
samme niveau, som mangden af naturlige tal, mens omvendt
meengden af transcendente tal er uendeligt meget starre. Sa
spogelsestallene er uhyggeligt virkelige. Argumentet herfor indgar i et
projekt.

Den opdagelse stred i den grad mod den almindelige intuition, sa det
skabte en voldsom modstand og forte til de mest grove og perfide
angreb pa Cantor fra kolleger. Cantors undersggelser og opdagelser
indebar naturligvis, at han matte forklare, hvad dette hierarki af
uendeligheder betyder. Han udviklede dertil en raekke nye begreber
og metoder til at sammenligne uendelige maengder.
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Et normalt tal kan ogsa illustreres med
fortaellingen om aber, der hamrer
tilfeeldigt pa tasterne pa deres
gammeldags skrivemaskiner: Far de
tilstraekkeligt lang tid (!), vil en af
aberne p4 et eller andet tidspunkt skrive
Shakespeares samlede vaerker.

Her er der adgang til en kort videointroduktion til Cantors hierarki af
uendeligheder, samt en rap over samme tema.
Her ligger flere af Cantors originale artikler.
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1.1 Teellelighed, aekvipotens og maengders maegtighed

I den endelige verden forstar vi udmaerket, hvad det vil sige, at der er flere af en
slags, end af en anden slags. Hvis der er 32 elever og 30 stole, sa er der flest
elever, og der er ikke stole til alle. Uanset hvad for en stoleleg man leger, sa er
der altid to, der star op, nar man beder alle om at tage plads. Men sadan er det
ikke i uendelighedens verden.

Allerede Galilei gav felgende paradoks: Lad A betegne alle naturlige tal (1, 2, 3,
4,5 ...), og lad B betegne alle kvadrattal (1, 4, 9, 16, 25, ...). Det er klart, at alle
kvadrattallene ogsa er med i A, sa umiddelbart ville man sige, at der er feerre
kvadrattal. Men spergsmalet, om der er flere, feerre eller lige mange, afgor vi
efter samme princip som i det endelige tilfeelde: Kan tallene i de to maengder
parres sammen to og to, sa alle far én makker, sa er der lige mange. Det kunne
vi ikke i det endelige tilfzelde med elever og stole. Men Galilei paviste, at det let
kan gores i det uendelige tilfeelde:

‘1‘2.3.45.6."'."'|
IR R AR AR
| e e e e [

Galilei konkluderede, at der jo s& matte veere lige mange! Det er helt klart, hvad
det naeste tal i hver raekke er, og det er klart, at vi kan fortseette i det uendelige!
Det var et svimlende paradoks, og Gallilei valgte ikke at ga leengere ind i
uendelighederne. Men eksemplet kan bruges til at give Cantors definition:

Definition: Sammenligning af uendeligheder

To maengder A og B siges at veere akvipotente, dvs. at vaere lige
store, hvis vi kan parre elementerne i A og B sammen to og to, sa alle
far preecis en makker. Man siger ogsa, at de to maengder har samme
maegtighed, og vi skriver: A~B.

| Galileis eksempel blev maengden af kvadrattal sammenlignet med maengden
af naturlige tal ved, at vi stillede dem op i reekke, s& man populeert sagt kunne
teelle dem. P4 samme made kan vi stille de lige tal op pa raekke:

2,4,6,8,10, ...
sa der er ogsa lige sa mange lige tal som naturlige tal i det hele taget! Dette
repreesenterer den laveste grad af uendelighed og har et seerligt navn:

Definition: Tzellelig (numerabel)

En mzengde A kaldes tzellelig eller numerabel, hvis A er sekvipotent
med mangden af naturlige tal N. En maengde er altsa teellelig, hvis alle
dens elementer kan stilles op pa raekke, sa vi kan teelle dem.

Qvelse 1.3

a) Vis, at maengden af alle hele tal (dvs. positive, negative og nul) er
teellelig.

b) Antag, at A= {a,, a,, a,, ...} og B= {b,, b,, b, ...} begge er teellelige.
Gor rede for, at samlingen (foreningsmaengden) af alle elementer i A og B
ogsa er teellelig, ved at finde en metode til at stille alle a'erne og b'erne op
pa reekke, sa det er helt klart, hvad det nzeste element i reekken er.

c) Generaliser din metode fra b) til at geelde en samling af k teellelige
maengder.

Gvelse 1.4 Hilberts hotel

Et par ankommer en sen aften til Det endelige
hotel, der ligger langt uden for alting, teet pa
greensen til Cantorland. De har ikke bestilt
veerelser i forvejen, for de har lzest, at hotellet har
godt 400 veerelser, sa det gar nok. De haber pa
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det bedste, men det viser sig desveerre, at alt er HILBERTS HOTEL
optaget. De bliver i stedet opfordret til at tage il £

Hilberts Hotel, der ligger lige pa den anden side af
greensen. "De har altid plads", far de at vide. Da de §
ankommer il

Hilberts hotel, er det farste, der mgder dem, en reklamesgijle, hvor der star:
Succesen fortsaetter - alle veerelser udlejet. De gar alligevel ind og siger:

"Vi kommer lige fra D et endelige hotel , hvor de sagde, at vi
kunne fa plads her." "Det kan | da ogsa — hvad er
problemet?", svarede receptionisten.

"Men udenfor star der jo, at alle veerelser er optaget?"

" Nah det, men det er ikke noget problem, vi flytter bare
geesterne. Vi har jo uendeligt mange veerelser her pa Hilberts
hotel!", svarede receptionisten.

Og det gjorde de sa. Og det var sat i system. Pa alle veerelser blev
geesterne vaekket, og en skaerm fortalte:

"Saml jeres ting, og flyt ind pa veerelset, der har nummeret,
der er 1 hgjere end jeres nuvaerende veerelsesnummer"”.

Sa pa alle hotellets gange rykkede gaesterne nu ud og ind af veerelserne.
Og vores par flyttede ind pa veerelse nr. 1. Alle havde et sted at sove.

a) Senere ankommer et selskab pa 5 par, som receptionisten ogsa skaffer
plads til. Hvordan ger han det? Hvilken besked, vil der nu sta pa
skaermen?

b) Neeste dag far de en lidt starre udfordring pa Hilberts hotel. Der
ankommer et starre selskab med uendeligt mange geester — men dog
teelleligt mange. Kan hotellet skaffe plads til dem? Hvilket vaerelse har du
skaffet til gaest nr. 1 og 2? Til gaest nr. 207 Til gaest nr. n? (Hint: Udnyt, at
antallet af lige tal svarer til antallet af naturlige tal.)

c) Tredje dag ankommer oven i hinanden to selskaber — hvert med
uendeligt mange geester. Kan hotellet skaffe plads? Hvordan? (Hint:
Udnyt evelse 1.3.)

d) Endelig pa fierdedagen kommer den ultimative udfordring: Udenfor star
der uendeligt mange selskaber, hver med uendeligt mange geester, og vil
gerne have plads. Kan du anvise en strategi for receptionisten, sa alle
bliver glade?

o+2=w Det ser ud til, at hotellet kan klare alt. Men en

©0+2-5=0 dag er geesternes utilfredshed med at blive flyttet

®+00=2:00=00 rundt, med den uendelige ke ved

i Peiiniiami buffet d at der ikk deligt

o) T morgenbuffeten og med at der ikke er uendelig
mange fjernsynskanaler vokset til, at der er
uendeligt mange klagepunkter. Hotellet foreslar
geesterne, at de

Hilberts hotel viser, at der

altid er plads til en til — men

0gsa, at der altid er plads til
uendeligt mange flere!

nedseetter nogle udvalg, der kan komme med forslag til forbedringer. Men
ingen af geesterne vil overlade til andre at bestemme noget som helst, sa
derfor foreslar hotellet, at geesterne nedseetter alle de udvalg, de har lyst til.
Da gaesterne begynder at skeendes om, hvem der skal vaere med i hvilke
udvalg, foreslar receptionisten, at de nedszetter alle teenkelige udvalg. Dvs.
enhver tilfeeldig gruppering af geester — dog fraregnet gruppen af samtlige
geester — udger et udvalg, s& den enkelte er med i uendeligt mange. Havde
der fx veeret 6 geester, sa ville der veere 26 — 2 = 62 forskellige udvalg
(overvej!).

e) Gaesterne accepterer forslaget, hvis receptionisten kan skaffe et veerelse
til hvert udvalg, hvor de kan holde mgde. Kan han det? Svaret og den
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videre forklaring herpa finder du her.

Her kan du finde en kort film, der forteeller starten af historien.

Her [materiale under udarbejdelse] kan du finde et kort uddrag af Peter
Hoeghs roman, Fraken Smillas fornemmelse for sne, hvor Smilla reflekterer
over Hilberts Hotel.

Forteaellingen er opkaldt efter David Hilbert, der i &rene omkring 1900 var
anerkendt som denledende skikkelse i det internationale malemalitsamfund.
Men Hilbert har ikke selv fortalt den. Der er ikke enighed om, hvem der
forste gang gav denne metafor.
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1.2 De rationele tal, de reelle tal og kardinaltallene

Vi har et par gange neaevnt, at der ikke er flere rationale tal, end der er naturlige
tal, dvs., at meengden af rationale tal er teellelig. Det er maerkeligt, for uanset

hvilket irrationalt tal vi veelger, fx TT, og uanset hvor lille et interval vi laegger om
tallet TT, sa er der rationale tal i dette interval. Vi kan altsa kort sagt lave en falge

af rationale tal, der naermer sig TU vilkarlig teet. De forste 50 decimaler i TT er
falgende:

3,14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 41971 69399 37510
De farste 10 tal i denne falge kan derfor se saledes ud:

3, 3,1, 3,14, 3,141, 3,1415, 3,14159, 3,141592, 3,1415926, 3,14159265, 3,141592653

Selv om vi ikke kender alle de uendeligt mange decimaler i T, sé& findes de jo!
Og derfor ma der ogsa findes en sadan felge af rationale tal, der kommer

vilkarlig teet pa TT.

Nar de rationale tal ligger sa teet pa tallinjen, skulle man umiddelbart tro, at der
var lige mange rationale og irrationale tal. En sadan antagelse bestyrkes af, at
der ogsa gaelder det modsatte: Uanset hvilket rationalt tal vi veelger, og uanset
hvor lille et interval vi leegger om dette, sa er der irrationale tal heri.

Qvelse 1.5

| C-bogens kapitel 7 er der afsnit om rationale tal (p eriodiske decimaltal) og
om irrationale tal. Hvis ikke du umiddelbart kan lose opgaverne i denne
gvelse, sa kan du sla op i C-bogen. Dér omtales bl.a. perioden.

a) Skriv % som et decimaltal. Hvad er perioden?

b) Argumenter for, at 53 kan skrives som et periodisk decimaltal uden at

gennemfare divisionen.

c) Omskriv 3, ov 14 til en brgk.

d) Argumenter for, at tallene: s = 0,01001000100001... og
t=3,14151415010010001... er irrationale.

e) Argumenter for, at uanset hvor lille et interval vi laegger om tallet 3.ov 14
sa er der irrationale tal heri. Vis det gerne med et taleksempel, fx et
interval med bredden 107 '%.

Uanset hvor vi er pa tallinjen, ligger rationale og irrationale tal altsa teet op af
hinanden. Der findes ingen steder pa tallinjen en lille bitte enklave, hvor der
udelukkende er irrationale eller udelukkende rationale tal. Det ser billedligt talt
ud, som om de star skulder ved

skulder. Men det er et forkert billede. Nar vi zoomer ind pa et bestemt
sted, bliver der ved med at komme et mylder af rationale og irrationale
tal. De star ikke pa reekke, selv om vi for hvert par af tal altid kan afgere,
hvilket der er starst. Nar vi zoomer ind pa det sted pa tallinjen, hvor 11

ligger, og bliver ved med at zoome ind, er det som at kigge ned i en
bundlgs brend, hvor der uendeligt langt nede ligger et tal, nemlig 7.

Tallene star ikke pa reekke pa tallinjen. Men den helt store forskel p4 maengden
af rationale og maengden af irrationale tal er, at de rationale kan stilles pa raekke
— godt nok en reekke, hvor de ikke star efter starrelse, men en reckke hvor alle
er med. Det kan man ikke med de irrationale tal. Det var det, Cantor opdagede i
december 1873! Maneden far i november 1873 havde han skrevet til sin gode
ven Richard Dedekind (1831-1916), at han ikke kunne lgse dette problem, og at
han var bekymret for, om det var ham, der var noget galt med:

"Mit spergsmal er ganske enkelt, om man kan parre maengden af naturlige tal
sammen med maengden af reelle tal, sa alle far praecis en makker? Ved et
farste blik kunne man sige nej, det er umuligt, for de naturlige tal er en
samling tal, der star hver for sig, mens de reelle tal udger et kontinuum pa
tallinien. Men der er ikke noget vundet ved et sadant argument, og selv om
Jjeg er overbevist om, at man ikke kan parre dem sammen, kan jeg ikke finde
en begrundelse, og selv om jeg bruger mange kreefter pa det, sa kan
forklaringen vaere meget simpel".

(P& hjiemmesiden [materiale under udarbejdelse] kan du finde den originale
tekst.)
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Cantor og Dedekind havde madt hinanden aret far — i @vrigt pa Cantors
bryllupsrejse — og de to opbyggede gennem arene et nzert venskab. Nar han
sporger Dedekind om dette, er det bl.a. fordi, Dedekind aret for havde udgivet
en artikel om, hvordan man kan opbygge en teori for tallene, hvor de irrationale
tal bliver konstrueret ud fra de rationale. Og nar han selv afviser det argument
"ved farste blik", var det, fordi han pa dette tidspunkt vidste, at bade de rationale
og de algebraiske tal er teellelige, dvs. de er af samme maegtighed som de
naturlige tal.

Ser vi pa de rationale tal, kan man opstille disse i et system med uendeligt

mange reekker: Richard Dedekind (1831-
1916)

nn)

1 2 3 5 7 8
iR B R A A A
1/2 3 4 5 |8 |1 |8
iﬂ 2 2 2 2 2 2
172 | 3 | 4 | s |6 | 1 |8
3 3 3 3 3 3 3 3
12 |3 | 4 |5 |8 |71 |8
4 4 4 4 4
102 |3 | a4 | 5 |8 |1 |8
5 ] ] ] 5 5 5 5
12 |3 & 5 |8 |1 |8
B B B B G G G G
12 |3 | a4 |5 |8 | 1 |8
T T T T T T T T
1 |2 |3 |4 |58 |8 |z |68
B B8 B8 B8 B8 B B B

Qvelse 1.6

Benyt illustrationen til at vise, hvordan Cantor har kunnet plukke alle de
rationale tal og stille dem op i en lang reekke, sa det er klart, hvad det naeste
rationale tal ma veere. Bemaerk, at de ikke kommer til at sta efter storrelse.

Qvelse 1.7

Her kan du finde en beskrivelse af Euklids aebleplantage og Fareytreeet,
som repraesenterer en geometrisk metode til beskrivelse af de rationale tal
og skelne disse fra de irrationale. Animationen giver et indtryk af, hvad der
er pa feerde! (Tilherende dette dokument med opbygningen af
matematikken i praksis)

Dedekind svarede straks, at han heller ikke kunne Igse det, og 2. december
skriver Cantor tilbage, at han var glad for at modtage svaret, da han havde
beskeeftiget sig med det i arevis og lzenge havde tvivlet pa, om problemet med
den manglende lgsning |& hos ham selv — eller |4 i selve problemet. Og da han
fik Dedekinds bekrzeftelse pa, at det ikke var ham selv, der var noget galt med,
sa lykkedes det pludselig. Inden for en uge har han lgst det og sender allerede
7. december Dedekind en skitse til sit bevis for, at de reelle tal ikke er en teellelig
meengde, men er uendeligt meget starre. Han videreudvikler og forenkler sine
argumenter i senere artikler frem til sit beremte diagonalbevis. Det er et sakaldt
modstridsbevis, hvor Cantor antager det modsatte af pastanden, nemlig at de
reelle tal kan teelles, og derefter forer dette til en modstrid. Cantor antager altsa,
at de reelle tal kan skrives op en i lang reekke, hvor alle tal er med. Vi taenker os
alle reelle tal skrevet som uendelige decimaltal (hvis de er endelige, sa fylder vi
blot ud med nuller efter). Starten kunne veere falgende tal:

Ny, 818,8,8,85352,838981 -
Ny, byb,b3b,b5bsb,bgbgby.
N3, €,€,C5€4C5CC7C5CoC1 0 -
N, d d,dsd,dsded,dgdod ...
N, ©,6,6;6,656;6,6384€. .-

hvor N'erne er naturlige tal, og alle a'er, b'er, c'er, d'er og e'er er hele tal mellem
0 og 9. Overvej, hvordan dette nummereringssystem kunne opbygges, séledes
at vi kan skrive alle de raekker op, vi kan gnske os.

Nu vil Cantor fore antagelsen om, at alle reelle tal er med pa listen, til en
modstrid. Det gor han ved at pavise, at der findes et tal C, der i hvert fald ikke er
med i denne liste over de reelle tal. Dette betyder, at vi ma forkaste antagelsen
om, at alle de reelle tal er med pa listen, og vi kan konkludere, at de reelle tal
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ikke kan teelles!
Vi konstruerer tallet C decimal for decimal:

Tallet for kommaet seettes til 0.

Forste decimal: Vi veelger et tal x;, hvor x; # a,.
Anden decimal: Vi veelger et tal x,, hvor x, # b,.
Tredje decimal: Vi veelger et tal x;, hvor x5 # c;.
Fjerde decimal: Vi veelger et tal x,, hvor x, # d,.

Tallet C konstrueres alts& ved, at vi som n'te decimal skriver et tal, der er
forskellig fra det tal, der star som n'te decimal i det n'te tal pa listen af alle reelle
tal:

C =0, 4X,X,X5X, Xz

Qvelse 1,8
Argumenter for, at dette tal C ikke kan veere lig med noget tal pa listen.

Cantor havde hermed faet bevist, at antallet af reelle tal er uendeligt stort pa et
helt andet niveau end antallet af naturlige tal og rationale tal. Der er abenbart et
hierarki af uendeligheder, og Cantor indferer derfor nogle szerlige kardinaltal,
der skal angive mezegtigheden af de pageeldende meengder. Det farste og
mindste kardinaltal er et symbol for sterrelsen af teellelige maengder. Det
betegnes N og laeses som naevnt ovenfor aleph nul. Cantor fandt en snedig
metode til at opbygge en reekke af kardinaltal:

Ry, Ry, Ry, Ry, .

saledes at det naeste i rackken hele tiden er det mindste kardinaltal, der er
starre end alle de foregaende. Cantor havde samtidig bevist, at maengden af
reelle tal, R , er uendeligt meget storre end N, og dermed har et kardinaltal
starre end X,,. Dette kaldte han c. Men han havde ikke bevist, at ¢ = X;. Hvad
skulle det ellers veere, kunne man sparge. Problemet er bare, at det ikke kan
udelukkes, at der findes andre kardinaltal, dvs. maengder med en maegtighed et
eller andet sted mellem de naturlige tal og de reelle tal — og tilsvarende hgjere
oppe i hierarkiet.

Qvelse 1,9

| avelsen om Hilberts hotel har vi i sidste punkt anvist en forholdsvis enkel
metode til f4 et sterre kardinaltal end X, nemlig ved at se pa meengden af
alle mulige udvalg, der kan dannes. | et projekt pa hjemmesiden [materiale
under udarbejdelse] begrunder vi, at kardinaltallet for denne mzaengde
skrives som 2z<0’ og vi viser, at starrelsen af denne meengde svarer til de
reelle tals maegtighed, dvs.:

R,
@=2"

Konstruktionen kan generaliseres, sa eksempelvis 2R‘ er et kardinaltal, der
er storre end X,. | kapitel 2 undersgger vi dette kardinaltal naermere.

| projektet undersgges ogsa kardinaliteten af talmaengder som fx de
algebraiske og de transcendente.

Cantor keempede lzenge med at bevise — eller modbevise — dette, men det
lykkedes aldrig. Cantor var maniodepressiv og blev med tiden mere og mere
invalideret. Meget tyder pa, at hans ferste voldsomme anfald og sammenbrud i
1884 blev udlgst af hans kamp for at lese dette problem. | ugerne op til
sammenbruddet sendte han nzesten dagligt nye artikler til et tidsskrift, én dag
med beviser, som han dagen efter trak tilbage, en anden dag med et modbevis,
som han sa ogsa straks trak tilbage, og sa igen et nyt forsag pa et bevis. Cantor
var ogsa dybt religigs, og i kapitel 10, Matematik og kultur, vil vi forteelle mere
indgaende om hans erkendelsesteori. Det meste af tiden var han overbevist
om, at ¢ = X,, og han formulerede dette som en formodning eller hypotese:

Kontinuumshypotesen

Der findes ingen maengder med kardinaltal mellem X, og c.




Pastanden er altsd, at c er det nzeste i reekken af kardinaltal. Og tilsvarende
leengere oppe i raekken, at fx 2N = X,

Ved en stor matematikkongres i ar 1900 formulerede David Hilbert en vision for,
hvilke store matematiske problemer der ville blive lgst i lobet af de nzeste
hundrede ar. Der var 23 problemer pa hans liste, som du kan se pa dette link,
og det forste af dem alle er netop kontinuums-hypotesen. Det var tiden for
Titanics forlis og 1. verdenskrig, en optimismens tid med en naermest
ubegraenset tro pa menneskets evne til at forsta, beskrive og beherske verden.
Fa artier efter havde man ikke alene veeret igennem det totale sammenbrud i 1.
verdenskrig, men ogsa grundleeggende forestillinger i videnskaberne var blevet
veeltet omkuld. Den historie forteeller vi i kapitel 10. Ogsa matematikken blev
kastet ud i en krise, som kan illustreres med kontinuumshypotesen. Dette
problem fandt nemlig en lgsning, men en noget anderledes end Hilbert, Cantor
og andre havde forestillet sig. Lasningen er, at der ikke er noget bestemt svar
pa, om kontinuums-hypotesen holder eller ej. | 1940 offentligger Kurt Godel
(1906-1978) en artikel, hvor han viser, at hypotesen ikke kan modbevises. Men
i 1963 beviste Paul Cohen (1934-2007), at den modsatte pastand — dvs. at der
skulle findes meaengder med et kardinaltal mellem X og ¢ — heller ikke kan
modbevises. Det er en uafgorlig pastand!

Ordet "kontinuum" beskriver den opfattelse, at tallinjen er
sammenhaengende overalt — uden huller. Havde vi kun de rationale tal

til radighed, ville tallinjen ikke bare vaere fuld af huller, men naesten kun
besta af huller. Opfattelsen i 1800-tallet var, at de irrationale tal fylder
hullerne ud. Men man var ikke i stand til at give en definition eller &
beskrivelse af, hvad irrationale tal er, som var egnet til at svare pa nogle f
af de fundamentale spargsmal, der var opstaet inden for lzeren om :
funktioner, bl.a. inden for differentialregningen. Der var en udbredt
feelles forstaelse af, at man manglede at fa styr pa, hvad kontinuitet er.
Og dette var i virkeligheden baggrunden for, at bade Cantor og
Dedekind havde kastet sig ud i at finde en beskrivelse af, at i hvert fald
tallinjen er kontinuert!

-,
Kurt Gédel (1906-1978)

Paul Cohen (1934-2007)
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1.3 Kontinuitet og konstruktion af de reelle tal

Efter at Newton og Leibniz i 1600-tallet havde skabt grundlaget for de nye
regningsarter, differential- og integralregning, skete der i 1700-tallet en sand
eksplosion i udviklingen af nye metoder og i anvendelsen af matematik pa nye
felter. Det virkede - matematikken gik sin sejrsgang. Men i forste del af 1800-
tallet begyndte man at stede pa meerkelige resultater, som man ikke kunne
forklare.

| B-bogens kapitel 7 har vi omtalt et af disse feenomener. Alle balgefeenomener
kan beskrives som summer af sinus- og cosinus-svingninger. Somme tider skal
vi bruge mange led i en sadan sum, og det forte til studiet af uendelige summer
af trigonometriske funktioner. Det viser sig, som vi har illustreret i kapitlet, at en
uendelig sum godt kan give firkantbalger, savtakfunktioner og andre funktioner,
hvis grafiske forleb indeholder spring i bestemte punkter. Det strider mod al
intuition, at summer af paene kontinuerte funktioner (dvs. funktioner, hvis grafer
er sammenhangende) kan give noget diskontinuert — noget, der springer.

Et andet knap sa spektakulzert, men endnu mere fundamentalt problem i
matematikken, var den sakaldte saetning om mellemliggende veerdier. En
udgave af saetningen siger, at hvis vi tegner grafen for en kontinuert funktion f,
der er negativ i punktet x = a, dvs. f(a) < 0, og positiv i punktet x = b, dvs.
f(b) > 0, sa findes der et sted, hvor grafen krydser 1. aksen. Eller sagt pa
anden vis, sa findes der et tal ¢ mellem a og b, hvor f(c) = 0. Vi beviser
seetningen i afsnit 3.

Gvelse 1.10
Tegn en skitse af situationen beskrevet ovenfor.

Seetningen har veert kendt og brugt i forskellige versioner i stort set hele
matematikhistorien. Fx argumenterer Euler i 1749 for, at ethvert
tredjegradspolynomium ma have en rod, pa falgende made:

"Da den gren af kurven, som ligger under aksen haenger kontinuert sammen
med den anden gren beliggende over aksen, er det absolut nodvendigt, at
kurven skeerer aksen pa et sted.” (Det originale citat kan findes her.)

Det er faktisk samme argument, som vi i dag giver, se fx i B-bogens kapitel 3
om polynomier. Men hvorfra ved vi, at der findes et tal pa den reelle talakse lige
netop der, hvor grafen skeerer? Det ved vi heller ikke, for vi far styr pa de reelle
tal. Det var dette, der var emnet for den artikel, Dedekind skrev i 1872, aret for
Cantors opdagelse. Han beskriver heri sin utilfredshed med at skulle undervise
pa et for last grundlag og nar frem til, at man simpelthen er ngdt til at indfere de
reelle tal som et postulat, som et aksiom. Det samme var Cantor med andre
metoder naet frem til.

Dedekind gar farst opmaerksom pa, at der er en raekke feelles egenskaber ved
de rationale tal og punkterne pa en linje:

ikl 1. Har vi givet to forskellige rationale tal, er der altid et,

-

der er storst, og man kan regne med uligheder, som
irrationale Joblen

vi plejer. Man kan tilsvarende afggre pa en tallinje,
hvilket af to punkter der ligger til hajre for det andet.

BB L
| 2. Mellem to forskellige rationale tal er der uendeligt
b A s
mange rationale tal. Ligesom der mellem to punkter
@ er uendeligt mange andre.

[
L e e
i

Richard Dedekind,
Stetigkeitn und irrationale
Zahlen, 1912.

3. Hvis vi ser pa et bestemt rationalt tal a, sa falder maengden af alle rationale
tal i to klasser: Dem, der er mindre end a, og dem, der er sterre end a. Pa
samme made deler et bestemt punkt P pa en tallinje alle punkter op i to klasser,
dem til venstre for P og dem til hajre for P. Tallet a eller punktet P laegger et snit
ned i linjen og deler den op i to dele.

Dedekinds idé er nu, at den sidste egenskab bruges som definition pa, hvad et
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vilkarligt reelt tal er:

Aksiom for konstruktion af de reelle tal: Dedekind-snit

Hvis alle punkterne pa tallinjen er delt op i to klasser, A og B, saledes

at alle i Aligger til venstre for alle i B, sa findes der ét og preaecis et
punkt, der laegger dette snit og frembringer denne deling. Dette snit pa
tallinjen definerer et reelt tal.

Som et eksempel, hvor vi begreenser os til at se pa de positive tal, kan vi se pa
definitionen af V2. For ethvert tal x kan vi afgare, om der gzelder, at x* < 2 eller
x? > 2. Det giver en opdeling i to maengder, og V2 er ganske enkelt defineret
som det tal, der ligger der, hvor talmeengderne lige snitter hinanden. Det
betyder ogsa, at snittet limer de to halvdele sammen, sa tallinjen bliver
kontinuert!

Dedekinds definition er ret abstrakt. Cantors konstruktion af de reelle tal er
anderledes og har mere karakter af en egentlig konstruktion. Vi kan illustrere
det med at angive, hvordan vi bestemmer tallet TT:

TT er defineret som forholdet mellem omkreds og

diameter i en cirkel. Hvis vi veelger en cirkel med

diameter 1, sa er omkredsen altsa TT. Vi kan nu

leegge reguleere polygoner uden om cirklen og inden i

cirklen og beregne omkredsen af hver af disse. Vi

kan begynde med sekskanter og sa i hvert trin

fordoble antallet af sider. Herved far vi en folge af

indre polygoner Q;, Q,, Q;, ... og en felge af ydre polygoner P,, P,, P;, ..., 0g
omkredsene af disse vil give os to talfelger, en voksende folge af tal q;, g, g5,

... der er mindre end omkredsen, og en aftagende folge af tal p,, p,, p;, ... der
er starre end omkredsen. Intervallerne [q;; p;1, [go; p,], [G5; py] ... vil have den
egenskab, at hvert interval e indeholdt i det foregaende, og at de har en
intervalbredde, der neermer sig 0. En sadan falge af intervaller kaldes en
intervalruse. Og pastanden er nu falgende:

Aksiom for konstruktion af de reelle tal: Intervalruser

Hvis en uendelig folge af intervaller 1, /,, 14, 1, ..., I , ... Opfylder
folgende:

1.1,21,21;,51,>...21,> ..., hvor > betyder "indeholdt i"

2. Intervalbredden nzaermer sig 0, nar n - o

sa vil denne intervalruse bestemme et reelt tal.

2D animation - Intervalruse for tallet pi (html)
2D animation - Intervalruse for tallet pi (tns)

For de indre og de ydre polygoner forteeller aksiomet altsd, at det tal, vi
kalder TT, faktisk er et reelt tal pa tallinjen. Pa hjemmesiden [materiale
under udarbejdelse] findes der et projekt, hvor vi gar i Archimedes'
fodspor og udfarer denne beregning pa indre og ydre polygoners
omkreds.

Aksiomet fortaeller generelt, at hvis vi som ovenfor zoomer ind et bestemt sted
pa tallinjen, sa ligger der altid et reelt tal pa bunden af den uendeligt dybe brend.
Overvej selv, hvorfor der ikke kan ligge to eller flere. Man kan vise, at
Dedekinds og Cantors konstruktioner er aekvivalente - de giver heldigvis de
samme reelle tal!
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2. Kontinuitet, graenseveaerdi og kontinuerte funktioner

Ord som kontinuert og kontinuerlig betyder, at noget varer ved. Det fortseetter
uden afbrydelser, og der sker ikke pludselige spring i udviklingen. | matematik
anvendes begrebet kontinuert populaert sagt om funktioner, hvis grafiske
billeder er sammenhaengende kurver, der kan tegnes i én streg, uden vi
behgver at "lofte blyanten fra papiret".

De falgende tre eksempler illustrerer vores umiddelbare opfattelse af
begreberne differentiabel, kontinuert og diskontinuert.

| B-bogens kapitel 4 har vi defineret, at en funktion f er differentiabeli et givet
Xo, hvis grafen er lokalt linezer, dvs. at vi kan lzegge en tangent til grafen i
punktet (X, f(x)).

En funktion f er kontinuert i et givet X, hvis grafen fortsaetter ubrudt igennem
punktet (X, f(x)).

Den farste funktion f, er differentiabel i hele intervallet, specielti x, = 1. Den
anden funktion f, er kontinuert i hele intervallet, specielti x, = 1, hvor den til
gengaeld ikke er differentiabel. Den sidste funktion, f, er diskontinuert i x, = 1.

Dette svarer til vores intuitive opfattelse af begrebet kontinuitet. | den falgende
definition er det udtrykt i et preecist symbolsprog. Denne definition anvendes,
nar svaret pa spargsmal om kontinuitet ikke er umiddelbart indlysende, men
kreever et praecist argument.

Definition: Kontinuitet i et bestemt punkt

En funktion f siges at vaere kontinuert i x,, hvis der gzelder felgende:

For enhver talfglge x, - x, vil f(x,) - f(x;)

Dette udtrykkes kort saledes: Nar x— x, vil f(x) = f(x;)

Definitionen rejser umiddelbart et problem: Vi har en betingelse, der skal veere
opfyldt for enhver talfalge med greenseveerdi x,. Men det kan vi jo aldrig
undersgge. Derfor veelger vi altid "en vilkarlig talfelge", der sa at sige er "typisk".
Men kunne vi ikke risikere at overse en meget speciel og underlig talfalge?
Betingelsen er som nzevnt, at det skal geelde for "enhver", dermed ogsa for en
sadan meget speciel sag. Dette problem bliver forst lost med indferelsen af den
preecise og formelle definition pa kontinuitet, som den tyske matematiker Karl
Weierstrass formulerede i 1860'erne, og som vi praesenterer i afsnit 2.1. Vi kan
med nogle evelser og eksempler illustrere, at forskellige valg af talfalger kan
give vidt forskellige "graenseveerdier".

Qvelse 1.11
a) Tegn grafen for hver af funktionerne:

1
f(x) = sm()_() for x#0 og
x=0
0

for

x-sin(l) for x#0
X

o= x=0

0 for
i hvert sit koordinatsystem.
(Hint: Konstruer ved hjeelp af tabellen to talfelger, der naermer sig 0, og
hvor sin( 1) i den ene er konstant v i den anden konstant 0)

X
b) Vi ved, at funktionen sin(x) svinger periodisk mellem —1 og 1. Tegn

sammen med grafen for f linjerne med ligningerne y = —1 0og y = 1, og
tegn sammen med grafen for g linjerne med ligningerne y = x og y = —x.
c) Hvad der sker med f og med g, nar x naermer sig 0?

TUTI3TI2TT5TI3TT 7TT4TTOTISTT 11T
2 2 2 2 2 2
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. 10-101 0-101 0 -1
sin(x)

d) Er f og g kontinuerte i 0?

Eksempel: Talfglger og graensevaerdi for funktioner af to variable
Funktioner af to variable er naturligvis mere komplicerede end funktioner af én variabel. Men det kan veere
lettere at se, hvilke feelder man kan lande i, ved at se pa regneforskrifter for sddanne. Lad os se pa:

Loy
110 = { Ep) R

for (x, ) = (0,0)

Funktionen er defineret i hele planen. Hvad sker der
med funktionsveerdierne, nar vi naermer os (0,0)?
Hvis vi bevaeger os ind langs x-aksen, er y = 0, dvs.
funktionsveerdierne er 1 hele vejen ind.

Hvis vi bevaeger os ind langs y-aksen, er x = 0, dvs.
funktionsveerdierne er —1 hele vejen ind.

Hvis vi bevaeger os ind langs linjen y = x i x-y-planen
fas funktionsveerdien 0 hele vejen ind.

Ved at folge andre retninger ind mod (0,0) far vi endnu flere forskellige greensevaerdier. Konklusionen er, at
der ikke er nogen graenseveerdi i (0,0), og at f derfor ikke er kontinuert i (0,0).

3D animation - Graenseveerdi for funktioner af to variable (html)

3D animation - Graenseveerdi for funktioner af to variable (tns)

Det var ret sent i matematikkens udvikling, man
foTR “4““"’“’ begyndte at beskeeftige sig serigst med
AL BV AL PO TRCHNIA kontinuitetsbegrebet. Men i 1821 udkom et af
matematikhistoriens hovedvaerker Cours d'Analyse af

den franske matematiker Augustin Cauchy (1789-1857).

Det er et stort veerk, der skulle give hele funktionsteorien
og differential- og integralregningen fast grund under
fedderne. Heri finder vi bl.a. den farste moderne
definition pa, hvad det vil sige, at en funktion er

Augustin Cauchy (1789- : .
1857) kontinuert:

Augustin Cauchy, Cours
d'Analyse, 1821.

"f er kontinuert i et interval, hvis det geelder, at en uendelig lille tilvaekst h af
variablen x, giver en uendelig lille tilvaekst f(x + h) — f(x) af funktionsvaerdien."

Cauchys definition understgtter intuitionen om, hvad vi skal forsta ved en
sammenhzaengende kurve. Betragt grafen for f, p& side 60, og lad x veere tallet
1. En uendelig lille tilveekst h af variablen x vil ikke fare til en uendelig lille
tilvaekst f(x+h)—f(x) af funktionsvaerdien, men faktisk til en tilveekst pa ca. 1.

Laeg meerke til, at Cauchy definerede kontinuitet i et helt interval, ikke i et enkelt
punkt. Ud fra den intuitive opfattelse af kontinuitet — at grafen er
sammenhangende — er forestillingen om kontinuitet i et enkelt punkt ogsa en
sveert begribelig egenskab.

Kontinuitet forstdet som sammenhaeng vil man umiddelbart knytte til et interval.
Men metoden til at fa greb om kontinuitet og greenseveerdi var netop at studere,
hvad der sker omkring det enkelte punkt. Vi vil illustrere med nogle eksempler,
hvor mzerkelig tallenes verden er, nar vi zoomer ind pa de enkelte punkter. Det
er et par seerpreegede eksempler, men definitioner og metoder skal jo netop sta
deres prgve i det outrerede.

Gvelse 1.12

| 1829 publicerer den tyske matematiker Gustav Lejeune Dirichlet (1805-
1859) en artikel om kontinuitet og fourierreekker — et af temaerne vi omtalte i
den indledende historie. Heri preesenteres den funktion, vi i dag kalder
Dirichlets funktion:

1 for  x rational
f(x) =
0 for x irrational

a) Hvordan ville vi kunne skitsere grafen for f?

b) Funktionen er ikke kontinuert noget sted. Hvordan kan vi argumentere for
det?
(Hint: Uanset hvor teet vi er pa et rationalt tal, sa er der irrationale tal
endnu teettere.
Og uanset hvor teet vi er pa et irrationalt tal, sa er der rationale tal, der er
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naermere.
Antag funktionen er kontinuert i et x,. Konstruer falger, der naermer sig
Xo» 09 se, hvad der sker med funktionsveerdierne.

Qvelse 1.13
11875 preesenterer C. J. Thomae (1840-1921) funktionen:

1 hvis x er skrevet som en uforkortelig brok P
f(x) = q q

0 hvis x er irrational

,“Hf.lﬂfl‘ﬂa‘. -

Grafens struktur har givet anledning til mange navne, bl.a. popcorn-
funktionen. Grafen kan opfattes som en perspektivisk gengivelse af Euklids
aebleplantage, se hjemmesiden. Argumenter for, at funktionen ikke er
kontinuert i noget rationalt tal, men er kontinuert i alle irrationale tal!

3D animation - Euklids aeblehave (html)
3D animation - Euklids eblehave (ins)

At veere differentiabel er "finere" end at vaere kontinuert forstaet pa den made, at
der er langt flere funktioner, der er kontinuerte, og hvis en funktion er
differentiabel, sa er den ogsa kontinuert. Det viser vi i afsnit 3. Det kan ogsa se
ud som om, det er et starre apparat, man skal have i sving, nar man undersager
differentiabilitet — med sekanthzeldninger, snedige omskrivninger,
greenseovergange og en masse regneregler. S& man kunne tro, at kontinuitet
var et begreb, man lzerte om, far man begyndte at studere differentiabilitet, og at
det er en noget mere enkel sag at undersgge kontinuitet. Men det forholder sig
stik modsat, som eksemplerne ovenfor antyder. Der var mange vanskeligheder,
og selv de storste matematikere, som Cauchy, begik fejl. Den historie forteelles
her.
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2.1 Weierstrass' lgsning

Tyskland blev neermest splintret under Napoleonskrigene (1804-1815), og blev
heller ikke samlet igen efter Napoleons endelige nederlag. | den situation
besluttede de herskende at investere i forskning og uddannelse, og de skabte i
Berlin forbilledet for det moderne europeeiske universitet, det som i dag hedder
Humboldt-Universitetat. Universiteterne i andre tyske delstater fulgte efter. Hvor
det videnskabelige miljg i de store europeeiske nationer som England, Frankrig
og Rusland var koncentreret omkring seerlige akademier, udvikledes i Tyskland
det, vi i dag vil kalde forskningsbaseret undervisning. Og det virkede.
Tyngdepunktet i matematikhistorienflytter i anden halvdel af 1800-tallet fra
Frankrig til Tyskland. Stort set alle Europas og Amerikas unge lovende
matematikere drog i de &r — fra forst i 1860'erne og frem til 1. verdenskrig — til
Berlin for at falge Weierstrass' forelaesninger, til Gottingen for at deltage i Felix
Kleins og David Hilberts seminarer eller til andre universiteter i Tyskland. Den
danske matematiker Harald Bohr (1887-1951) var en af disse. Vi forteeller om
det helt szerlige videnskabelige miljg i Géttingen, Berlin og andre af de tyske
universiteter i kapitel 10, Matematik og kultur.

David Hilbert (1862-1943)

Karl Weierstrass (1815-1897) publicerede ikke selv ret meget, men gennem
sine bergmte forelaesninger praesenterede han en reekke nye tanker og metoder
fra sin forskning. Han overgav genergst sine ideer til sine hgjt kvalificerede
studerende, som feerdiggjorde og mangfoldiggjorde disse. Weierstrass blev
tidligt sa syg, at han ikke kunne st& op og skrive under en foreleesning. Han sad
derfor ned og dikterede til en studerende, der pa hans bud malede tavlen fuld.
Weierstrass gennemarbejdede sine forelaesninger ned til den mindste detalje,
hvorved de studerendes notater faktisk fik karakter af leerebager. Netop
gennem kopier af studerendes notater og gennem de artikler, hvor Weierstrass'
studerende bearbejdede hans resultater, fik den matematiske omverden hurtigt Karl Weierstrass (1815-
kendskab til hans metoder. De satte en ny standard for preecision. L)

Det centrale spgrgsmal var at fa styr pa greenseveerdibegrebet:

f(x)= Lnar x—a
Hvad skal vi forsta ved denne formulering?

Vi begynder med en folge af x-veerdier, og derefter ser vi pa, hvad der sker med
f(x)'erne. Men vi lgber som for omtalt ind i problemer: Hvordan kan vi vide, at
den folge, vi begyndte med, er typisk? Ville vi fx f& samme resultat med en
hvilken som helst anden falge af x'er?

Weierstrass lgser problemet ved at vende problemstillingen 180° rundt, og stille
sporgsmalet: Hvad er det, vi vil frem til? Ifglge citater af Cauchy er den
konklusion, vi gerne vil opna, at forskellen pa f(x) og L kan gares vilkarligt lille
(ved at veelge x pa en bestemt made). Weierstrass tager saledes udgangspunkt
i denne konklusion.

Vi forestiller os "et spil", hvor vi star over for en modstander, der udfordrer os

ved at fastleegge et meget snaevert interval om L. Han veelger maske en afstand

fra L pa 101W = 0,001. Dvs. at han kreever, at vi med den felge af x-veerdier, vi

veelger, finder funktionsveerdier, der ligger i et y-interval svarende til

[L-0,001; L + 0,001]. Ma&ske veelger han en afstand, som er endnu mindre!
Modstanderen er snedig! Han indfgrer en vilkarligt lille starrelse € (det greeske
bogstav epsilon) for afstanden til L. Nu er det sa vores opgave at fastleegge et
x-interval omkring a, saledes at nar x ligger i dette interval, s& er vi sikre pd, at
f(x) ligger i det anskede y-interval omkring L. Den nemmeste made at
bestemme et passende interval omkring a er at angive et tal 6 (det graeske
bogstav delta), der maler afstanden fra x til a. De omtalte intervaller er saledes:

Je=1L-EL+E[ og I§=la-0;a+0l
Weierstrass' definition pa greenseveerdi lyder sa:

Definition: Graenseveerdi (1. version)

f(x) har greenseveerdien L, nar x gar mod a, eller udtrykt i

formelsprog:
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f(x) > Lnar x> a

hvis der til ethvert € > 0 eksisterer et O > 0, saledes at der for x# a
geelder:

xElg§=>f(x)EJg

eller udtrykt med ord: Hvis x ligger i intervallet / § , sa vil f(x) ligge i
intervallet J g.

Qvelse 1.14

Bemeerk, at vi i definitionen kun ser pa x-veerdier, hvor x # a. Det gar
vi, fordi f (x) jo sagtens kan have en greenseveerdi uden at veere
defineret i a Overvej hvordan, og skitser et eksempel pa dette.

Den situation, der beskrives i definitionen, kan illustreres séledes:

1. Forst veelger "modstanderen” intervallet J ¢ om tallet L.

2. J ¢ fastlaegger nu via grafen de ydre greenser for intervallet /
om tallet a.

I § kan veelges pa utallige mader fx som vist pa figuren.
Herefter kontrolleres, at: x € /§ = f(x) €EJ g, dvs. at f forer x
op ad den farvelagde vej.

Nar vi skal udnytte definitionen til at regne, er det ofte en fordel at have den
skrevet med uligheder i stedet for intervaller. Sammenhzengen mellem
uligheden og intervallen kan illustreres af falgende eksempel: Lasningen til
uligheden |x — 2| < 1 er alle de tal, hvis afstand til 2 er hgjst 1, dvs.

—1 < x—2< 1, hvilket kan reduceres til, at 1 < x < 3, altsa skal x ligge i
intervallet 11; 3[.

Definition: kontinuitet i et punkt

Vi siger at f(x) - L nar x— a, hvis der til ethvert € > 0 eksisterer et
o> 0, saledes at:

0<|x—a|<b=|f(x)-L|<E

Qvelse 1.15
Kontroller ved hjeelp af illustrationen, at de to definitioner udtrykker det
samme.

Qvelse 1.16
Tegn grafen for f(x) = x° i intervallet [—3; 3] og illustrer pa det grafiske
billede, at der geelder:

f(x)—>4narx-2

Definitionen pa greensevzerdi giver os umiddelbart definitionen pa kontinuitet:
Definition: Kontinuitet i et punkt

Vi siger, at f er kontinuert i x;, hvis der geelder, at f(x) - f(x;) nar
X X,, dvs. hvis der geelder, at der til ethvert € > 0 eksisterer et 6>0,
saledes at:

[x=x| <®=|f(0-L|<E

Bemaerk, at vi her har erstattet 0< | x — a| <8 med: [x-x_0|<b , fordi f jo er
defineret i x,

Det var ikke denne definition pa kontinuitet, Weierstrass i farste omgang gav.
Som tidligere omtalt opfattede de stadig kontinuitet som en egenskab i et
interval, og Weierstrass' og andres bestraebelser var at fa styr pa dette lidt mere
komplicerede begreb, som vi kalder uniform kontinuitet (pa dansk: ligelig
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kontinuitet). Dette indgar i et projekt i kapitel 3. Begrebet kontinuitet i et punkt
blev farste gang introduceret af en anden af de mange fremragende tyske
matematikere, Heinrich Eduard Heine (1821-1881).

Qvelse 1.17
a) Tegn grafen for f(x) = x° og underseg pastanden: f(x) - 8 nar x - 2
ved at finde et § , der matcher £ = g 2.

b) Tegn grafen for £(x) = _ 1 og underseg pastanden: f(y) — 1 Nar x o
X+ 1

ved at finde et §, der matcher £ = ¢ 2.

c) Begrund: X+ 1 _, _1nar,_, _qvedatfinde et §, der matcher
e
€ = 0,001

Opgaver
Du kan pa& hjemmesiden finde opgaver i tilknytning til afsnit 2.



3. Hovedsaetninger om kontinuerte funktioner

Det matematiske apparat, vi udviklede i afsnit 2, giver os nu mulighed for at vise
de hovedsaetninger om kontinuitet, som anvendes igen og igen inden for
differentialregningen, fx i undersggelse af monotoniforhold og i lasning af
optimeringsopgaver.

Szetning 1: Saeetning om mellemliggende veerdier (1. version)

Hvis en funktion fer kontinuert i [a; b]l, og fhar modsat fortegn i de to
endepunkter, sa findes der et tal c€ ] a; b[, hvor f(c) = 0.

Bemeerkning: Seetningen har en anden karakter, end vi er vant til: Det er en
sakaldt eksistenssaetning, der udtaler sig om, at der findes et tal, hvorom noget
bestemt geelder; men saetningen siger ikke hvilket tal, eller noget som helst om,
hvordan vi finder dette tal.

Bevis

Seetningen er kun korrekt, hvis tallinjen er kontinuert, dvs. uden huller. Havde vi
kun de rationale tal, var saetningen ikke korrekt, idet fx f (x) = X°—2 har modsat
fortegn i x = 0 og x = 2, men grafen passerer igennem 1. aksen uden at skeere,
da der er et hul i tallinjen, netop hvor det irrationale tal V2 ligger.

| afsnit 1 fortalte vi, hvordan vi far fyldt hullerne pa tallinjen ud. Det kan ske ved
hjeelp af sakaldte intervalruser.

En intervalruse er en uendelig folge af intervaller /., /,, /4,14, ..., I, ..., der
ligger inden i hinanden, og hvor intervalbredden bliver mindre og mindre og
naermer sig 0, nar n - oo, Pa bunden af hver intervalruse ligger der et reelt tal —
det er denne grundleeggende pastand (eller aksiom), der giver os de reelle tal.
Dette far vi brug for nu.

Lad os sige, at f(a) < 0og f(b) > 0:

o Tallet c vil vi finde ved en intervalruse: /, = [a,; b,],
rI .

— hvor f(a,) < 0o0g f(b,) > 0:

— Blbfibj)

1.trin: [, = [a&; b]

2.trin: Lad m1 veere midtpunktet mellem aog b.
Hvis f(m,) = 0, er vi feerdige.

Ymy_ me ____my
! Hvis f(m,) < 0, seettes /, = [m,; b].
Alafia)) #--m-mmmmmmemnaas fia) Hvis f(m,) > 0, saettes /, = [a; m1].

Hermed har vi [, = [a,; b,].

3. trin: Lad m, veere midtpunktet i det nye interval /.
Gentag processen fra 2. trin, og konstruer herved et nyt interval /,. Herved far vi konstrueret en falge:

o2 1,21,21;51,21;21;>...2/,>..
Konstruktionen indebzerer, at vi bestandigt halverer intervalleengden.
Derfor vil intervalleengden ga mod 0. Men sa vil denne intervalruse bestemmer et tal c. Da a, - c, vil
f(a,) = f(c), og da b,— c, vil f(b,) = f(c), fordi fer kontinuert.
Men f(a,) er jo negativ og f(b,) er positiv.
Derfor ma der geelde: f(c) = 0.

<

Qvelse 1.18
Gor det sidste argument i beviset helt preecist.

Seetning 2: Saetning om mellemliggende veerdier (2. version)

Hvis en funktion fer kontinuert i intervallet [a; b], og y er et tilfeeldigt
tal mellem f(a) og f(b), sa findes et tal c mellem aog b, sa f(c) = y.

Bemaerkning: Seetningen kalder vi ogsa af og til for farste hovedsaetning om
kontinuerte funktioner.
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Bevis
Den grafiske situation kunne vaere som vist pa fib)
figuren.

Hvis y = f(a) eller y = f(b), er pastanden triviel. |
Antag derfor, at f(a) og f (b) er forskellige, og at |

eksempelvis f(a) er mindre end f(b). Da y ligger a ¢
mellem de to tal, geelder:

fia)

f(a)<y<f(b)

Vi danner en ny funktion: g(x) = f(x)-y
Om g(x) geelder:

g er kontinuert
gla) =f(a)-y<0
g(b) = f(b)-y >0

Seetning 1 giver nu, at der findes et ¢ mellem aog b, sa:

g(c)=0
f(c)-y=0 Anvend g(x) = f(x)-yf(c) =y
flc)=y

Men dette var jo preecis pastanden i seetning 2.

<

Qvelse 1.19

Seetning 2 kan saledes ogsa formuleres: Hvis fer kontinuert, og tallene ¢ og
dbegge er med i veerdimaengden V m(f), sa er hele intervallet [c; d] med i
vV m(f).

Argumenter for dette!

Qvelse 1.20

a) Vis uden brug af veerktgjsprogram, at f(x) = x° + x—1 har et nulpunkt
mellemx=0o0g x= 1.

b) Vis uden brug af veerktejsprogram, at ligningen: x*-15x + 1 = 0 har tre
lgsninger i intervallet [4; 4].

Gvelse 1.21

Vis, at safremt fer kontinuert i [0; 1], og der geelder, at: 0 < f(x) < 1 for alle
X €[0; 1], safindes der et tal ¢ €[0; 1], hvor f(c) = c.

c kaldes et fikspunkt, og saetningen kaldes en fikspunktseetning.

(Hint: Betragt funktionen g(x) = f(x)—x, og anvend szetning 1.)

Mens 1. hovedsaetning om kontinuerte funktioner kunne udledes forholdsvis
smertefrit af intervalrusebetragtninger, sa er 2. hovedsaetning betydeligt
vanskeligere at bevise. Saetningen siger:

Seetning 3: Anden hovedsatning om kontinuerte funktioner

Hvis en funktion f er kontinuert i det lukkede og begraensede interval
[a; bl, sa er veerdimaengden ogsa et lukket og begraenset interval:

vm(f) =[Q; B]. Specielt har fet maksimum og et minimum i
intervallet.

Bevis
Beviset findes her som et projekt. Konstruer selv en skitse, der grafisk
illustrerer, hvad saetningen siger.

Hvis ikke definitionsmaengden er et begraenset og lukket interval, sa kan
veerdimaengden blive "hvad som helst". Det illustreres af falgende gvelse og
tilsvarende opgaver pa hjemmesiden [materiale under udarbejdelse].

Qvelse 1.22

Skitser grafen for kontinuerte funktioner, der hver for sig opfylder falgende:
a) Dm(f) =R og Vm(f) = 10; 5[

b) Dm(f) = 10; 5[ og V m(f) = [0; 5]

c) Dm(f) = 10;5[ og Vm(f)=[0; e[

Y
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d) Dm(f) = 10;5[ og Vm(f) =R
e) Dm(f) =[0;5[ og Vm(f) = 10;2]

Opgaver

Du kan pa hjemmesiden finde opgaver i tilknytning til afsnit 3.
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2. Differentialregning 2

Differentialregningen blev udviklet i slutningen af 1600-tallet og begyndelse af
1700-tallet som et veerktoj til at handtere fysiske faenomener som hastighed og
acceleration. Siden blev metoderne inddraget i stadigt flere fag og
differentialkvotienter kom generelt til at udtrykke veeksthastigheder og beskrive
eendringer.

Kvotient betyder brgk og differentialkvotienter blev historisk — og ogsa i vores
fremstilling i B-bogen — introduceret som en graenseveerdi for braker af typen

%Z , hvor A udtrykker tilvaeksten eller aendringen i den variable.

X

Graenseveerdien blev og bliver stadig betegnet %g Men der var ogsa fra forste
feerd ophedede diskussioner om dette greenseveerdibegreb, dx der bygger pa
uendelige processer.

| dette kapitel folger vi historien om graenseveerdi-begrebet til dars, vi giver en
preecis definition af begrebet lokalt linezer og far ved hjeelp heraf vist
regneregler for differentiation af produkt og sammensat funktion. Kapitlet
afrundes med, at vi tilvejebringer det teoretiske grundlag for de begreber, vi altid
anvender i beskrivelsen af grafiske forlab — monotoniforhold og
krumningsforhold.

Men vi begynder hos Newton og fortaeller historien om, hvordan han og hans
samtidige opfattede — og kunne beskrive — alle funktioner, herunder sin, cos, In
og e* som blot generaliserede polynomier.



1. Det store paradigmeskifte - fra geometri til analyse

Isaac Newton (1642-1727) var bade den sidste
store i geometriens aera og den forste store i den
nye analysens era. Men sadan ville han nzeppeselv
have set det. | dag kan vi se, at opdagelsen af
infinitesimalregningens verden beted et
paradigmeskifte i matematikkens udvikling.
Handtering af greenseovergange og regning med
uendeligt sma starrelser blev de nye kraftfulde
matematiske veerktgjer i en tilsyneladende "never
ending story" om matematikkens succesrige lgsning
af alskens problemer — indtil de veerktgjer, man
havde opfundet, endte med at stille spargsmal ved
selve matematikkens grundlag.

For Newton var der ikke tale om et brud med et far og efter. | hans version
drejede differential- og integralregningen sig om at omskrive
variabelsammenhaenge til polynomier, evt. af uendelig grad, hvilket han
mestrede bedre end nogen anden. Og i hans hovedveerk Principia
gennemfares beviserne for de forskellige fysiske og astronomiske
sammenhaenge, som eksempelvis Keplers love for planeternes bevaegelser,
med geometriske argumenter.

Newton havde sveert ved at fa udgivet sine manuskripter, s& mange af hans
tidlige opdagelser fra de meget produktive ar midt i 1660'erne henla blot i
skuffer og papirdynger. Dengang blev matematik ikke betragtet som en
selvstaendig videnskab, og de, der leeste hans manuskripter, forstod
demnzeppe. Det var givetvis medvirkende til, at han efterhanden kastede al sin
energi over pa et omrade, der trods alt ned anerkendelse, nemlig alkymi!
Newtons saerlige forhold til mystik, religion og metafysik er omtalt i B-bogens
kapitel 10.

Men det skulle eendre sig. | sommeren 1684 henvendte astronomen Edmund
Halley (1656-1742) sig til Newton og spurgte, om han kunne svare pa, hvilken
bane en planet vil falge, hvis man antog, at Solens tiltraekning er omvendt
proportional med kvadratet pa afstanden fra planeten til Solen. Newton havde
pa dette tidspunkt endnu ikke formuleret sin massetiltraekningslov — det skete
netop som et svar pa Halleys spargsmal — men ideen om, at himmellegemers
gensidige pavirkning nok falger en sadan lov, var allerede ret udbredt i
videnskabelige kredse, bade i England og pa kontinentet. Men hvordan hang
tingene sammen? Alle kendte til Keplers tre love for planetbeveegelserne, men
ingen kunne forklare, hvorfor de gjaldt, bortset fra at de stemte med
observationerne. Johannes Kepler (1571-1630) havde efter et omfattende
beregningsarbejde pa grundlag af Tycho Brahes datapavist, at Mars bane om
Solen fglger en ellipse, og i 1609 offentligger og generaliserer han dette resultat
i det, vi i dag kalder Keplers forste lov.

Halley fortalte, at han efter et made i Royal Society var taget pa et af datidens
nye hotte kaffehuse sammen med fysikeren Richard Hooke og arkitekten
Christopher Wren, og at de der blandt andet havde diskuteret dette spargsmal,
han nu stillede Newton. De kunne ikke lgse problemet, og Wren havde sa
udlovet en starre kontant duser til den, der kunne, hvorefter Hooke havde sagt,
at han nok skulle levere en lgsning. Men nu var der gaet et halvt ar, s derfor
henvendte Halley sig til Newton. Der findes et referat af denne samtale, idet
Newton senere fortalte om den til den franske matematiker de Moivre. Ifalge de
Moivres erindringer gik det saledes for sig:

"l 1684 kom Halley til Cambridge for at besoge Newton. Efter at de havde
samtalet nogen tid om forskellige emner, spurgte Halley ham, hvilken kurve han
mente, en planet ville folge, hvis vi antager, at Solens tiltraekning er omvendt
proportional med kvadratet pa afstanden mellem dem. Sir Isaac svarede straks,
at det ville veere en ellipse. Dr Halley viste bade gleede og forbloffelse, og han
spurgte ham, hvor han vidste det fra. Hvor jeg ved det fra, svarede han, jeg har
beregnet det. Dr Halley bad om at matte se disse beregninger. Sir Isaac ledte
sd i sine papirer, men kunne ikke finde dem. Men han lovede at skrive det ned
igen og sende det til ham."

Newton giver sig straks i kast med at rekonstruere sine beregninger, som han
har lovet, og sender i lobet af et par uger et kort notat til Halley, der begejstret
opfordrer ham til at uddybe sine betragtninger. Sa tager Newton fat, og
udregningerne vokser og vokser, indtil han saetter punktum 18 maneder senere.
Det er blevet meget mere end et svar til Halley. Han har skrevet

Billedet illustrerer den anekdotiske forteelling om Newtons
laboratorium, der brod i brand, fordi hans hund Diamond
veeltede et stearinlys, hvorved 20 ars beregninger gik op i reg!

Christopher Wren (1632-
1723) var medstifter af Royal
Society i 1660.

Han var chefarkitekt for
genopbygning af London
efter branden i 1666 og er
seerligt beramt for
konstruktionen af Sct. Pauls
Cathedral, Europas
neeststorste katedral, kun
overgaet af Peterskirken.

& e

E lcrenorus viEw o DOME
Sct. Pauls Cathedral, der
blev feerdigbygget 1711.
Aret for i 1710 gennemforte
fysikeren Francis Hauksbee
et eksperiment med frit fald
af forskellige legemer fra
kuplens top. Han ville
undersoge luft-modstandens
betydning for faldtiden.
Newton inddrog Hauksbees
resultater i 2. udgave af
Principia uden at referere til
ham. Hauksbees originale
artikel ligger her.


/sites/lru.dk/files/lru/hema_73_a.png
/sites/lru.dk/files/lru/hema_73_b.png
/sites/lru.dk/files/lru/hema_74_a.png
http://www.gymportalen.dk/sites/lru.dk/files/lru/2_1_hauksbee.pdf

videnskabshistoriens maske mest beramte og indflydelsesrige veerk:
Naturfilosofiens matematiske principper, normalt omtalt som Principia. Royal
Society, der fik veerket tilsendt, var pa dette tidspunkt i 1687 stadig tevende over
for at udgive noget af Newton, og farst da Halley tilbyder at bekoste udgivelsen
af egen lomme, accepterer de. Forsteudgaven var skrevet pa datidens
internationale videnskabelige sprog, latin, siden kom der en engelsk
oversaettelse. Principia er et veerk i tre bind, hvor Newton blandt meget andet
preesenterer sin massetiltraekningslov og dens konsekvenser for beregning af
planetbeveegelserne. Det er samtidig gaet over i historien som veerket, der
introducerer differential- og integralregningen. Men det er en sandhed med en
del modifikationer.

Newton indferer variable og anvender et forholdsvis moderne matematisk
symbolsprog. Han kan godt bade differentiere og integrere en lang reekke
udtryk, og han treekker her pa resultaterne i sine manuskripter fra 1660'erne.
Men nar han skal argumentere for bestemte fysiske eller astronomiske
sammenhaenge, sa veelger han det, der for ham, er det sikre, og hvor han faler
sig pa hjemmebane, nemlig geometrien.

De, som venter at finde en leerebog i differential- og integralregning, vil blive
noget overrasket, hvis de kigger i selve Principia. Det ligner mest af alt en
leerebog i geometri, ogopbygningen er tydeligt inspireret af Euklids Elementer.
Den ros og anerkendelse, der skyller ind over Newton, indeholder netop ogsa
betragtninger om hans bidrag til geometrien, fxskriver den skotske matematiker
David Gregory i et brev til Newton om: "the mighty improvement made by you in
thegeometry", samt at Newton " justly deserve the admiration of the best
Geometers and Naturalists, in this and all succeeding ages".

Men disse "Geometers" var en uddgende race. Nogle af de store matematikere
pa kontinentet anerkendte nok Newtons store bedrift, men undrede sig samtidig
over, at han ikke anvendte sine egne nye metoder i sine beviser. Det gjaldt bl.a.
de schweiziske bradre Jacob Bernouilli (1654-1705) og Johan Bernouilli (1667-
1748), der oven i kebet demonstrerede, hvordan mange af resultaterne kunne
opnas betydeligt lettere.

| B-bogens kapitel 10 findes der yderligere materiale om datidens internationale
matematiksamfund.

En side fra Principia, hvori
Newton beskriver
tyngdeloven. Her er en
amerikansk overseettelse af
Principia.
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1.1 Er alle funktioner polynomier?

Vi kan ikke vide, preecis hvorfor Newton veelger geometriske argu-
menter fremfor en konsekvent brug af de nye metoder inden for
differential- og integralregning. Men en del af forklaringen er givet-
vis, at der pa dette tidspunkt ikke findes en systematisk teori for
variabelsammenhzange. | vore dage kan funktioner veere re-
praesenteret som grafer, fx en graf over en patients blodtryk, pa
tabelform, fx logaritme- eller sinustabeller, pa sproglig form, se fx
Dirichlets funktion i kapitel 1 eller Cantors djeevletrappe i kapitel 3,
eller ved formeludtryk. Men pa Newtons tid blev kun de sidste be-
tragtet som funktioner. Og disse formeludtryk var grundlaeggende
polynomier, eller bragker og rodudtryk hvori der indgik polynomier,
dvs. sakaldte algebraiske formler.

Titelbladet til Newtons
hovedvaerk om den
matematiske analyse
fra 1711, hvor han
opbygger teorien for
de uendelige raekker
og indferer differential-
og integralregningen.
| titelbladet refererer
han til diagrammerne
i Principia.

Pionererne inden for de nye regningsarter, som fx Wallis, der blev
praesenteret i B-bogens kapitel 5, Newton og Leibniz, havde helt
styr pa differentiation og integration af polynomier. Hvis nu alle
variabelsammenhaenge kan skrives som polynomier, evt. af uendelig
grad, sa har vi fuldsteendig styr pa de to nye regningsarter,

ligesom vi har pa de almindelige regningsarter! — Og i sa fald er det
maske noget overdrevent at tale om de nye regningsarter som et
brud med den gamle matematik. | Newtons hovedveerk om de nye
regningsarter A Treatise on the Methods of Fluxions and Infinite
Series praesenterer han i indledningen sit syn pa de nye metoder:

"Eftersom regning med tal og regning med variable er sa teet
besleegtet, er jeg forbloffet over, at ingen (lige undtaget
Mercator med hans kvadratur af hyperblen) har faet den tanke
at anvende metoden med decimaludvikling af et tal, der
nyligen er blevet tilvejebragt, pa helt tilsvarende vis over for
variable, specielt fordi dette abner for mere vidtraekkende
konsekvenser. Handteringen af variable har nemlig samme
forhold til algebra som handteringen af decimaltal har til
almindelig aritmetik, hvorfor operationer som addition,
subtraktion, multiplikation, division og roduddragning inden
for variable let kan overfares ud fra de tilsvarende
operationer pa tal." (Den originale engelske tekst findes_her.)

Den decimaludvikling af et tal, som Newton her taler om, er den,
som den hollandske matematiker Simon Stevin (1548-1620)
indforte i et opger med broker og romertal. Det har vi fortalt om
i C-bogens kapitel 7. Stevin repraesenterer ethvert tal ved dettes
- evt. uendelige — decimaltal. Eksempelvis falgende:

=0,57142857...
el (L) e (L) ra (L) ro (L) s (L) w5 (L) 47 (L) 4

Newton treekker nu parallellen til en opskrivning af et polynomium
af uendelig grad med variablen x:

4
7

Yy=5-x+7-X%+1-+4-xX+2- X +8- L +5-X+7- L+ ...

Newton var en mester i at generalisere, og med udgangspunkt i at
alle tal kan skrives som decimaltal, gar han nu i sine videre
bestraebelser ud fra, at alle variabelsammenhzaenge (funktioner)
kan skrives som sadanne polynomier af evt. uendelig grad. Dette
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kalder vi i dag for potensreekker.

Det resultat, som Newton i citatet henviser til, at han og Mercator
er naet frem til (og som vi vender tilbage til dels nedenfor, dels i
kapitel 4: Farste ordens differentialligninger), bygger pa felgende
omskrivning, som kan ses som fgrste trin i hans argumentation for,
at alle funktioner dybest set er polynomier:

oo x+ ==+ (1)

1+ x
Newtons dodsmaske som
blikfang.
Her er der mere information
om teaterstykket.

e B
Ovelse 2.1

a) Vis formlen (1) ved at gere preve, dvs. vis, at
1=1=-x+X-X+x*=xX+..) - (1+x

(Hint: Gang igennem med farst 1, sa x. Stil dernzest de to resultater op

under hinanden og adder.)

b) Hvad siger formlen, hvis man seetter x = —% ?2x= —11—0 ?

X = 1 ?

2
c) Geelder formlen mon for alle tal?
| forlzengelse heraf viser Newton sa:

=1 2x 43— 4+ 5 — 6+ .. @
(1+ %)

L =1 —3x+62— 10+ 15¢ — 21x° + ...
(1 +x°)

N

Ovelse 2.2

a) Kan du se, hvad systemet er i koefficienterne ligning (3) ovenfor?
b) Vis ligning (2) ved at udnytte (1 + x)® =1 + 2x + x° og dernaest anvende
samme metode som i foregaende gvelse, nu blot med tre led.

Man kan abenbart omskrive en raekke braker til polynomier
af uendelig grad. Men hvad med rodudtryk? Newton viste, at:

T_2=1-1e_1a_1,6_5 8_
Vi =1 2)(2 g~ 16X6 128X8 @

hvor det nedenfor vil fremga, hvad systemet i koefficienterne er.

Ovelse 2.3
Hvis y = z betyder det, at z> = y. Vis formlen (4) ved at vise, at

ST T B (LR R TP I

2 8 16 128 2 8 16 128

(Hint: Hvert led i den ene parentes skal ganges pa hvert led i den anden parentes. Gor dette ved farst at
samle alt, hvad der giver konstantled — det er blot 1 - 1 = 1 — dernaest alt, hvad der giver x?, sa alt, hvad

der giver x* osv.)

Nu var Newton i en liga for sig, s da han havde fundet ovenstaende
resultater og en reekke flere, geettede han pa, at der geelder falgende
generelle binomialformel:

Mt @140 XA (@ —1) 2 L A (@1 (A=2). 3
2! 3!

$O (A —1)-(0L—2) (X =3) . 444
4!
$O (@ =1) (A =2 (A= (= 1)y ®)
n!

hvor O kan veere hvad som helst.

p
Ovelse 2.4
Vis, at brokformlerne (1), (2) og (3) er specialtilfeelde af binomialformlen.

-

Qvelse 2.5
Fra udvidelsen af potensbegrebet ved vi, at
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1
i—@=(1-x)2

a) Vis, at binomialformlen med O = % og hvor x erstattes med —x® faktisk

giver formel (4).
b) Hvad bliver det neeste led i denne reekke?

Qvelse 2.6
Hvad giver binomialformlen, hvis $aeretpositivthel ttal , f xa = 3$? Det
skulle jo helst give et polynomium af grad 3 og ikke et af uendelig grad.

En af de mange anvendelser af binomialformlen for lommeregnernes tid var,
at man her havde et veerktgj til at foretage roduddragning med god
tilneermelse. Veerdien af et polynomiumsudtryk kan altid beregnes, da det
blot drejer sig om de traditionelle regningsarter.

Qvelse 2.6

Udregn V1,1 og ¥0,9 ved at anvende binomialformlen med O = % ogn=3.

Newtons formulering af binomialformlen var som sagt "Nature ard Nature's Lawe (ay hid in /ﬁ_go‘tf

et geet, og han beviste den aldrig. Den viste sig at , . 7o
S . . God #aid, Lat Newtor bs! and all wae Light:
veere sand, men det var farst den norske

matematiker Niels Henrik Abel (1802-1829), der gav  Alexander Pope, skrevet ved Newtons dod 1627.
et preecist bevis for formlen. At den virkede,

bestyrkede datidens matematikere i, at alle

funktioner var polynomier, evt. af uendelig grad. Det

beted, at alt kunne integreres og differentieres, blot

man kunne finde det polynomium, der svarede til

funktionen.
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1.2 Taylor-raekker

Alle datidens matematikere kendte til de mange lovende resultater med
omskrivninger af funktioner til polynomier, og der var en almindelig tro pa, at
sammenhaengen ma geelde generelt med enkelte forbehold over for szerlige
punkter, hvor der er lodret haeldning, eller hvor funktionen ikke er defineret.

1 1715 offentliggjorde Newtons landsmand Brook Taylor (1685-1731) en artikel,
hvor han formulerede dette som et generelt resultat, nemlig at enhver funktion f
kan repreesenteres af det, vi i dag kalder funktionens Taylor-raekke:

Brook Taylor, som er mest
f"(xo) () ) - £ kendt som forfatter til en
flxo+18=1lx)+ 1 t+ o0 £+ TR fremragende lzerebog i
f(n)( X.) perspektivtegning.
et —2
n!
Tallet x, kaldes Taylor-reekkens udviklingspunkt. 77, 7, ... er den anden

afledede, tredje afledede osv. af f, og n! er fakultetsfunktionen, fx er
31I=13=12-51

Saetter vi x = x;, + t, kan vi se, at t = x—x,,. Hvis vi alene betragter de forste to
led, kalder vi summen af disse for y og vi far:

y="f(xy) +f(xp)-t
y=1f(xy) + f'(xy) - (x = X;)

Dette genkender vi som ligningen for tangenten til grafen i punktet (x,, f(x;)). Vi
ved, at tangenten er en tilnaermelse til grafen, nar vi zoomer ind pa punktet.
Tager vi flere led med, vil vi fa polynomier, der normalt vil give en stadigt bedre
tilnermelse til grafen. Disse polynomier kaldes Taylor-polynomier:

T (x)=f(xp) + '(xg) - (x = x;)

T2O= (x) + F(xp) - (x = xp) + f”(zxo) (x = x,)

P10 4 70) (=100 + L2 (x4 2
_ ” (n)

7-"(X)_f(xo) i B (Ce0) o ) (x = X)) + f_(lxo) (X = xp)"

Bemeerk: Taylor-polynomier er indbygget i de fleste veerktojsprogrammer.
Séledes kan vi fx bestemme tangentligninger som et farste ordens Taylor-
polynomium. Taylor-polynomierne kaldes ogsa for det approksimerende
farstegrads polynomium, det approksimerende andengrads polynomium osv.

Qvelse 2.8
a) Vis, at
F=trx+t -+l 3+l o+ Ly er
2! 3! 4! 51 n!

Taylor-reekken for f (x) = € med udviklingspunkt x, = 0.

b) Tegn graferne for de 20 forste Taylor-polynomier sammen med grafen
for f(x) = €*. Skriv formlen ved hjeelp af sum-symbolet ¥ og indfer en
skyder for graden af polynomiet. Beskriv, hvad du ser.

Qvelse 2.9
| kapitel 3 viser vi, at

v

In(1+x)=x—

N[>

+

>,

X ey
4 5 n
a) Vis, at dette er Taylor-reekken for f(x) = /n(1 + x) med udviklingspunkt
X =1
b) Tegn graferne for de 20 forste Taylor-polynomier sammen med grafen
for f(x) = In(1 + x). Skriv formlen ved hjeelp af sum-symbolet > og
indfar en skyder for graden af polynomiet. Beskriv, hvad du ser.
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Vi har jo ikke argumenteret for Taylors formel. Det gor vi i et projekt i kapitel 3,
idet argumentet bygger pa integralregning. Taylors egen idé er beskrevet i
teksten til illustrationen.

Taylor fik idéen til sine polynomier fra differensregningen. Antag, at vi vil
approksimere (dvs. tilnzerme) en graf med polynomier. Sa veelger vi et punkt
(xg, f(Xg)), hvor ud fra vi vil udvikle polynomierne, samt en lille tilvaekst h.
Dernzest udregner vi yderligere n punkter pa grafen, (x, + h, f(x, + h)),
(Xg+2-h,f(xy+2-h)),.., (xy+ n-h, f(x,+ n-h)). Der findes da netop et
n’te-gradspolynomium, der gar gennem de (n + 1)-punkter pa grafen. Taylor
fandt dette polynomium ved en simpel formel ud fra sin differensregning. Ved
pa én gang at lade graden n ga mod uendelig og tilveeksten h ga mod nul fas
den approksimerende Taylor-raekke som et polynomium af uendelig hoj grad.

30 ¥=T,y(x)=0,00000947 - x" + . + 4,50493331

A —
s n=10

f(x)=10-Yx

["n-f["n )

é

2D animation - Taylorraekken (html)
2D animation - Taylorreekken (ins)

Men lad os her betragte en lidt simplere udgave. Hvis vi i Taylor-reekken saetter
X, = 0, far vi falgende formel:

f(x) =f(0) + (0) X 10 X+ (0 K+
1! 2! 3!
(n)
+f "(0) X4 L (%)
n!
Denne kaldes ofte for MacLaurin's formel, opkaldt efter den skotske
matematiker Colin MacLaurin (1698-1746). Og han beviste faktisk sin formel —

et bevis der bygger pa den gennemgéende antagelse, at enhver funktion kan
skrives som et uendeligt polynomium. Dvs. at f(x) kan skrives:

f(x)=a0+a1-x+az-x2+a3-x3+a4-x4+...
+a, X"+ ..

Qvelse 2.10
Vis MacLaurin's formel: Udregn farst f'(x), f”(x), f”’(x) ved at differentiere
led for led, og indszet dernaest x = 0 i alle disse formler.

Gvelse 2.11

(forudseetter at man har gennemgaet de trigonometriske funktioner og
radiantal)

Hvis vi kender til differentiation af sin og cos, sa kan vi bestemme deres
Taylor-raekker ved at anvende MacLaurins formel.

a) Vis, at sin(X)=X—£ ﬁ—x_7+... 09
3! 5! 7!
4
cos(x) =1 —§+%—§+

b) Tegn grafen for sin sammen med de forste 20 Taylor-polynomier. Skriv fx
formlen ved hjeelp af sum-symbolet > og indfer en skyder for graden af
polynomiet.

Hvad ser du?

Vi har i det foregaende differentieret og integreret uendelige polynomier, som vi
gor det med endelige polynomier. Og det er faktisk sandt, at man kan
generalisere sadan. Beviset udelades her.
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Vi har ogsa fulgt Newton og flyttet rundt pa leddene i uendelige summer, som
det nu passer bedst. Det virkede, men det ma man ikke i enhver situation — det
kan ga helt galt med resultaterne, hvis man altid regner sadan.

Med formuleringen af den generelle Taylor-reekke og med alle de konkrete
reekker for de kendte funktioner sa det ud til, at man var naet til vejs ende. Alle
funktioner kan skrives som polynomier, evt. af uendelig grad — méske med
undtagelse af enkelte punkter. Det troede man faktisk i over 100 ar. Men det har
vist sig at veere forkert.

De storste matematikere var sa overbeviste om, at dette var korrekt, at der
blandt dem opstod den idé, at man kunne vende problemstillingen for Taylor-
reekker om. | stedet for at beregne koefficienterne ud fra de afledede funktioner,
sa matte man kunne definere de afledede funktioner ud fra koefficienterne. Har
vi givet en funktion, s& opskriver vi, fx med brug af Newtons metoder,
funktionens potensraekke:

fx)=ay+a x+a, X¥+a - X+ax‘+..a x"+..

Derefter definerer vi f'(0) = a,, f”(0) = 2 - a, osv. Tilsvarende med et andet
udviklingspunkt x,. Gennem 1700-tallet var der store diskussioner om og
megen kritik af greenseveerdibegrebet og den made, hvorpa man regnede med
uendeligt sma starrelser. | 1797 forsggte den store mester blandt de franske
matematikere, Joseph Louis Lagrange (1736-1813), at afslutte den diskussion
en gang for alle gennem et veerk med den imponerende titel: " Teorien om
analytiske funktioner, indeholdende differentialregningens principper, renset for
betragtninger om uendeligt sma eller forsvindende storrelser, og for
betragtninger om greenseveerdier og fluxioner, og indskreenket til algebraisk
analyse af endelige storrelser'. Analytiske funktioner er funktioner, der kan
skrives som potensraekker. Og det kan alle paene funktioner, troede Lagrange.
Men det holder ikke.

Qvelse 2.12
Anvend dit veerktajsprogram til at undersege folgende funktion:

1
g(x) = { e X narx=0
0

narx =0

a) Tegn grafen for g.

b) Bestem farste, anden og tredje afledede funktion af g, og bestem ved
hjeelp af en graenseveerdibetragtning veerdien af disse afledede i x=0.
Vis derved, at Taylor-raekken for ger: T(x) = 0 + Ox + 0x* + 0x° + ...
Hvad vil du konkludere ud fra dette?

Pa frisen under forste balkon
pa Eiffeltarnet i Paris finder
man navnene pa 72 beromte
franske videnskabsmaend.
Billedet viser en forstorrelse
af netop navnet Lagrange.
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1.3 Polynomier, potensraekker og alle de andre - hvor mange

funktioner er der?

(Dette afsnit fortseetter undersogelsen af uendelighed fra den indledende
forteelling i kapitel 1 og anvender begreber som kardinalitet og kardinaltal, der er
preesenteret der.) Ikke alle funktioner er altsa polynomier og potensraekker,
heller ikke de "paene" kontinuerte funktioner. Men de fylder godt. | slutningen af
1800-tallet viste Karl Weierstrass, som vi mgdte i indledningen til kapitel 1, at
meengden af polynomier i en vis forstand spiller samme rolle blandt
funktionerne, som de rationale tal gor i de reelle tal. Ethvert reelt tal kan
tilnaermes vilkarlig teet med rationale tal. En stor gruppe af funktioner kan
tilnaermes vilkarlig teet med polynomier. Funktionernes verden er imidlertid
uendeligt meget starre end tallenes verden, sa den del af funktionernes verden,
som polynomierne "fylder godt ud", er meengden af de kontinuerte funktioner:

Seetning 1: Weierstrass' approksimationssatning

Enhver kontinuert funktion defineret pa et begranset og lukket interval
[a; b] kan tilnsermes vilkarlig taet med et polynomium.

Bemeerkning: Givet to funktioner fog g, sa er afstandsmalet, der anvendes, den
maksimale afstand mellem funktionsveerdierne f(x) og g(x) i intervallet [a; b].
Nar vi siger, at vi kan tilnserme grafen for en kontinuert funktion vilkarligt teet
med et polynomium, sa mener vi altsa, at ligegyldigt hvor lille en afstand € man
veelger, kan man finde et polynomium, hvis graf ligger helt inden for strimlen
mellem f(x)—€ og f(x) + €.

For en given kontinuert funktion f findes ifalge saetning 1 en folge af polynomier,
saledes at

Py(x), Py(X), ..., P,(X), ... > f(X) n&r n— co

Funktionen fbehgver ikke veere differentiabel, sa der er ikke nadvendigvis tale
om Taylor-polynomier. Men man kan godt konstruere en sadan falge af
polynomier som en sum af bestemte basispolynomier ganget med
funktionsveerdierne i delepunkterne { Qig, . } .

nnn n
Disse polynomier kaldes Bernstein-polynomier, opkaldt efter den russiske
matematiker Sergei Bernstein (1880-1968), der praesenterede sin opdagelse i
1912.

A =3 |1
el
y=B,(x)=429-x"+ .. +x

Der findes mange forskellige typer beviser for Weierstrass' saetning, hvor nogle
anvender moderne matematik inden for det felt, der hedder topologi. Alle
beviser er relativt sveere. Du kan du finde Bernsteins konstruktive bevis for
saetningen her [materiale under udarbejdelse].

| kapitel 1 behandlede vi kardinaliteten, eller starrelsen af uendeligt store
maengder, og argumenterede fx for, at de rationale tal kan teelles, sa der er lige
mange rationale og naturlige tal, samt at der er flere reelle tal end rationale tal.
Kardinaltallet for de naturlige tal kaldte vi X og kardinaltallet for de reelle tal
kaldte vi for c. Man kan vise, at der er lige sa mange reelle tal, dvs. punkter pa
tallinjen, som der er punkter i planen. Vi udelader detaljerne i argumentet, men
ideen er den simple, at to koordinater kom- bineres til ét tal ved skiftevis at
skrive decimalerne fra det ene og det andet tal. Det kan man ogsa gere med
punkter i rummet. Faktisk er det sddan, at tager vi et uendeligt-dimensionalt rum
med teelleligt mange dimensioner, s& er der heller ikke flere punkter her, end pa

Figuren viser det sekstende
Bernstein-polynomium
B, 4(x) for savtakfunktionen

1| 1
fx)==—|x—=|.
(x) 5 5

Du kan selv afprove
animationen her (html) eller
her (tns)
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tallinjen.

Men som vi s& i forteellingen om Hilberts hotel i den indledende forteelling i
kapitel 1, ramte vi til sidst muren for, hvad der kunne skaffes veerelser til i det
uendeligt store hotel: Nar man ser pa alle mulige delmaengder af en maengde,
sa far vi en uendelighed pa et hgjere niveau. Det geelder ogsa i planen: Ser vi
pa alle mulige delmeaengder af planen, sa udger disse en starre meengde, end
maengden af de reelle tal. Denne maengde er faktisk det nzeste kardinaltal 2° i
vores systematiske konstruktion af disse. En funktion kan repreesenteres ved
en graf, s& der kan ikke veere flere funktioner end 2°. P4 den anden side er der
flere funktioner, end der er reelle tal. Argumentet for dette minder om Cantors
diagonaliseringsbevis:

Antag, at funktionerne og de reelle tal var parret sammen, sa tallet avar knyttet
til funktionen fa(x). Vi definerer nu en funktion g, der ikke er knyttet til noget
reelt tal, ved at fastleegge, at
g(t) = £ (1)
dvs. at vi veelge et tilfeeldigt andet tal end tallet f (1) fx f (1) + 1.
Antag nu, at g er knyttet sammen med tallet s som falger
9(x) = £ (x)
Sa geelder der specielt, at
g(s) = £ (s)
og samtidig ma der ifalge ovenstaende geelde, at
gl(s) = f (s)

Det kan ikke passe, hvorfor vi har en modstrid. Antagelsen om, at der er lige
mange funktioner og reelle tal, kan derfor ikke passe.

Qvelse 2.13

Faktisk er det ikke sveert at argumentere for, at der netop méa veere 2°
funktioner. Vi har da ogsa allerede argumenteret for, at der hojst kan veere
2° funktioner, fordi enhver graf svarer til en delmaengde i planen.

a) Ved en indikatorfunktion forstas en funktion, der kun antager veerdierne 0
og 1, fx Dirichlets funktion. Ger rede for, at der til enhver indikatorfunktion
svarer netop én delmaengde af de reelle tal — og omvendt: at der til
enhver delmzengde af de reelle tal svarer netop én indikatorfunktion.

b) Gar rede for, at meengden af de reelle funktioner derfor ma veere mindst
2°

Vi har altsa vist falgende seetning:

Seetning 2: Kardinaliteten af maengden af funktioner

Kardinaliteten af maengden af funktioner defineret pa [a; b] er lig med
2°,

Da et polynomium er bestemt ved sine koefficienter, kan et polynomium af grad
n knyttes til et punkt i et n-dimensionalt rum. Af bemaerkningerne ovenfor falger
sa, at antallet af n'te-gradspolynomier svarer til antallet af reelle tal. Ud fra dette
kan man videre indse, at antallet af alle polynomier ogsa svarer til antallet af
reelle tal.

Hvis en funktion er kontinuert, sa er den fuldsteendig fastlagt ved
funktionsveerdierne i de rationale tal. Det skyldes, at de rationale tal ligger teet i
de reelle tal, sa for ethvert irrationalt tal er der en fglge af rationale tal, der
neermer sig det irrationale tal. Kontinuiteten betyder sa, at funktionen derved
ogsa er fastlagt i de irrationale tal. Men de rationale tal kan jo teelles, dvs. stilles
op pa reekke, sa en bestemt kontinuert funktion svarer til et punkt i et uendeligt
dimensionalt rum med teelleligt mange dimensioner. Det betyder, at der ikke er
flere kontinuerte funktioner, end der er reelle tal. Sa det er farst, nar vi spreenger
graenserne og gar ud til alle de saere funktioner, som vi har beskrevet enkelte af



i de indledende afsnit til kapitel 1 og kapitel 3, at vi far en maengde med et

stgrre kardinaltal end de reelle tal.
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Nar man skriver et tal i enhedsintervallet [0;1] pa
binzer form, dvs. i totalssystemet, kan man tolke de
enkelte cifre som et valg om enten at blive staende
(0) eller tage et skridt til hajre (1). Skridtleengden
halveres for hver gang, se illustrationen. Far vi lov til
at foretage 4 valg, kan vi derfor na frem til 24=16 tal,
nemlig tallene 0.0000, 0.0001, 0.0010, ..., 0.1111
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Ser vi nu pa enhedskvadratet, kunne man tro, at det
indeholdt flere punkter end enhedsintervallet. Men
det er ikke ftilfeeldet. Vi kan nemlig ogsa na frem til
alle punkterne i enhedskvadratet ved hjeelp af taelleligt
mange valg. Vi skal da hver anden gang ga langs x-
aksen (bla) og hver anden gang ga langs y-aksen
(red). Vi splitter altsa det binzere tal i de lige cifre og
de ulige cifre og far pa denne made omdannet det
binzere tal med uendeligt mange cifre til to binzere tal
med uendeligt mange cifre. Pa figuren ser vi fx stien
harende til tallet 0,00110011..., der farer frem til

punktet (% %)

3D animation - Enhedskvadratets maegtighed (html)
3D animation - Enhedskvadratets maegtighed (ins)
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Ethvert reelt tal i enhedsintervallet [0;1], kan i
totalsystemet skrives som et uendeligt decimaltal,
hvor alle cifrene er 0 eller 1.

Fx er tallet % lig med 0,010101.... Med teelleligt
mange valg kan vi altsa i greensen na frem til
ethvert reelt tal. Og enhedsintervallet har samme
starrelse som alle de reelle tal (Overvej dette!). Der
geelder derfor ¢ = 2™
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Ser vi i stedet pa den 3-dimensionale figur direkte
fra oven, kan vi se, hvordan stierne i graensen
systematisk udtemmer enhedskvadratet. | de ulige
valg bliver vi altsa enten staende (0) eller gar et
skridt til hajre (1). | de lige valg bliver vi tilsvarende
enten staende (0) eller gar et skridt opad (1). Da vi
foretager teelleligt mange skridt, er antallet af
punkter i enhedskvadratet derfor ogsa givet ved
2"(=c¢).

Der er altsa ikke flere punkter i enhedskvadratet
end i enhedsintervallet: De har begge kontinuets
maegtighed.
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2. Differentiabilitet

| B-bogens kapitel 4 afsnit 2 giver vi falgende definition pa, at en funktion er
differentiabel i et punkt:

Definition: Differentiabilitet, differentialkvotient og afledet funktion

Hvis grafen for en funktion f er lokalt linezer i punktet (x;, f(x;)), sa

siger vi, at f er differentiabel i x,. Hvis tangenten i punktet (x,, f(x;))
har en hzeldningskoefficient a, sa kaldes dette tal for
differentialkvotienten for f i x,. Tallet betegnes a = f’(x;) og leeses f
meerke af x;.

Forud for det, har vi defineret begrebet lokalt linezer:

Definition: Lokalt linezer og tangent til en kurve

En kurve kaldes lokalt linezer i et punkt P, hvis kurven kan tilnaermes
vilkarligt teet med en ret linje gennem punktet P, blot vi zoomer
tilstreekkeligt teet ind pa punktet. Den rette linje kaldes i sa fald for
tangenten til kurven i punktet P.

Vi har ogsa kommenteret, hvad der menes med "vilkarligt taet":

Vi treekker linjer fra P til alle mulige punkter pa grafen og ser pa
heeldningskoefficienterne for disse linjer. Kurven er lokalt linezer i P, hvis disse
heeldningskoefficienter naermer sig haeldningen for en bestemt linje, nar vi
zoomer ind mod P. Denne bestemte linje er sa tangenten i P.

2D animation - Tangenten til en graf (himl)
2D animation - Tangenten til en graf (ins)

Denne sproglige repreaesentationsform for en differentialkvotient overseettes il
en symbolsk form, som vi kan regne pa i de tilfzelde, hvor tangenten ikke er
lodret:

Definition: Differentialkvotienten som graense for sekanthaeldninger

Funktionen f har en differentialkvotient i x;, hvis
f(x) = f(xp)
X=X,

hzaeldningskoefficienterne nzermer sig ét bestemt tal a, nar

X ngermer sig x,.
Dette tal a er sa haeldningskoefficient for tangenten, og det angiver
differentialkvotienten for f i x,.

Der findes imidlertid en reekke tilfeelde, hvor det volder problemer, at den
symbolske form er beskrevet med broker. Det er ogsa en svaghed ved
definitionen, at den er vanskelig at generalisere til funktioner af flere variable og
i hojere dimensioner. Derfor er vi interesseret i at finde en beskrivelse af
differentiabilitet uden brug af broker.

Lad os antage, at en funktion fopfylder definitionen ovenfor:
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) = 7lx) - a nar x- x,

X=X,

f(x) = 1f(x,) _ a0 A, X Benyt definitionen pa greenseveerdi
X=X,

f(x,+ h,)7— fxy) _ aso Nar Lo Setx—x,=h

Venstre side er en funktion af h. Vi kalder denne for E(h):

f(xy + h) = f(x,)

- _
f(xo+h) —f(x)) —a-h=E(h)-h Gangigennem med h
f(xo+h)=1f(x)+a-h+E(h-h Flytf(x,)+a-hover **)

a=E(h) )

Leeg meerke til, at de forste to led pa hojre side repreesenterer tangenten og
dennes ligning:

y=1f(x)) +a-h=1f(x)+a:(x—xp)

Det sidste led E (h) - her saledes et udtryk for, hvor meget grafen for funktion f
afviger fra tangenten.

E(h) er ifelge (*) umiddelbart ikke definereti h=0. Men nar her 0, er vi i punktet
(xo, f(x,)) pa grafen. Dette punkt er det feelles raringspunkt for grafen og
tangenten. Det er derfor naturligt, at vi udvider definitionen af E(h), s& denne
seettes til at vaere 0 nar h= 0.

Definition: Epsilonfunktioner

En funktion E (h) kaldes en epsilonfunktion, hvis den er defineret i et

interval omkring 0, og hvis den opfylder folgende to krav:
1. E(0)=0
2. E(h)-»0narh-0

Qvelse 2.14
Funktionen E (h) = i er et eksempel pa en epsilonfunktion. Angiv selv to
andre.

Vi kan nu ved hjeelp af epsilonfunktioner omformulere den sproglige definition af
lokalt lineeer til en symbolsk definition, som kan generaliseres til hajere
dimensioner:

Definition: Differentiabilitet i et punkt

En funktion f siges at veaere differentiabel i x,, hvis der findes et tal a
og en epsilonfunktion E (h), saledes at der i et interval omkring x,
gelder folgende:

f(x,+ h)=1f(x)) +a-h+ E(h)-h

Tallet a kaldes i sa fald for differentialkvotienten for f i punktet x, og
betegnes f'(x,).

Qvelse 2.15

a) Udregn f(x, + h) for f(x) = x% og g(x, + h) for g(x) = x°.

b) Sammenlign de fundne udtryk med hhv.: f(x;) + a- h+ E(h) - hog
9(x,) + a- h+ E (h) - h, idet hvert af de tre led identificeres i det fundne
udtryk.

Hvad er E (h), og hvad er differentialkvotienten ai hvert af de to
tilfeelde?

Qvelse 2.16

Vi har ovenfor set og argumenteret for, at hvis fer differentiabel ifalge den
traditionelle definition, sa er f ogsa differentiabel efter den nye definition.
Argumenter nu for, at hvis f er differentiabel ifalge den nye definition, sa er
den ogsa differentiabel efter den traditionelle definition, dvs. at
sekanthzeldningerne har en greensevaerdi.




(Hint: Opskriv den nye definition, og regn "bagleens”, sa vi pa venstre side
far udtrykket

for sekanthaeldningerne. Lad h — 0, og udnyt epsilonfunktionens
egenskaber.)

De to definitioner er saledes helt eekvivalente. Vi kan derfor i hvert tilfeelde
udnytte den, der er mest hensigtsmaessig. Vi udnytter nu den nye definition til at
bevise saetningen:

Sezetning 3: Differentiable funktioner er kontinuerte

Antag, at funktionen f er differentiabel i et x,. Sa er f ogsa kontinuert i
X,

Bevis
Da f er differentiabel i x,, kan vi skrive:

f(xo+h) =f(x)) +a-h+E(h)-h

For at undersgge om f er kontinuert, skal vi nu lade h- 0 og se, hvad der sker.
Vi far:

f(xg+h) = f(x)+a-0+0-0=7(xp)

altsa netop definitionen pa, at f er kontinuert. v

Opgaver
Du kan pa hjemmesiden finde opgaver i tilknytning til afsnit 2.



3. Sammensat funktion

nar vi taler om sammensatte funktioner, sa er det funktioner af typen:

5,(0) = (2x=5), sy(x) = 3)(% s;(0) =V3x — 2,

_1(x=12y
54(X)=5-sin(2-x+g)+3 0g S(X)=e 2' 03

Funktionerne er alle karakteriseret ved, at der pa det sted, hvor vi normalt finder
den uafhaengige variabel, er skrevet et mere komplekst udtryk, der indeholder x.
Dette udtryk kan vi opfatte som en regneforskrift for en funktion, som vi vil kalde
den indre funktion i den sammensatte funktion.

Sadanne mere komplekse funktionsudtryk optreeder ofte, nar vi arbejder med
matematisk modellering af forskellige feenomener. Funktionen s, er saledes en
harmonisk svingning, som kan veere en model for udbredelse af lyd. Funktionen
sg indgér i funktionsudtrykket for en normalfordeling, der fx kan veere en
statistisk model for hgjderne af alle barn i en bestemt skoleargang.

Differentialregning er et steerkt veerktgj til at undersgge grafiske forlab. Men i
stedet for at undersgge sadanne funktioner forfra hver gang, sa har vi en feelles
metode, en seerlig regneregel til at handtere disse sammensatte funktioner. For
at kunne anvende denne — og bevise regnereglen — skal vi forst lzere at
analysere sadanne funktioner, sa vi kan opdele dem i de bestanddele, de er
bygget op af. Disse bestanddele er netop: indre funktion og ydre funktion.

Eksempel: Indre og ydre funktion

Metoden er falgende:

1. Det udtryk, der sta der, hvor den uafhaengige variabel normalt star, kaldes for
den indre funktion. Denne betegnes her fx g(x).
| s, har vi s& den indre funktion: g,(x) =2x-5

2. | stedet for regneforskriften for den indre funktion skrives y, hvorved vi lettere
ser den ydre funktion. Denne betegnes her fx f (y).
| s, har vi den ydre funktion: f,(y) = y

3. Med disse betegnelser opskrives funktionsforskriften for den sammensatte
funktion: h(x) = f(g(x)).
For s, kan vi opskrive falgende udtryk: s,(x) = f,(g,(x))

Man kan efterprgve, at dette er korrekt, ved at udregne hajre side:
f(g,(x)) = (g1(x))7 f, oplafrter et udrtyk i 7. potens

Indseetter vi nu udtrykket for g,, far vi det oprindelige:

f1(g,(x) = (2x-5)" indsaet g,(x) =2x— 5

som jo netop var udtrykket for s,.

Praxis: Symbol for sammensat funktion

Nar vi har opdelt regneforskriften for en funktion s(x)i en ydre funktion
f(y) og en indre funktion g(x), sa vi kan skrive s(x) = f(g(x)), kalder vi s
for en sammensat funktion, og vi skriver:

s=f o gdvs. s(x) = (f ° g)(x) = f(g(x))

| praksis opskriver vi ofte den ydre funktion som f(x) i stedet for f(y).
Men det er vigtigt at huske, at den indre funktion erstatter den
uafhaengige variabel i f, nar vi sammensaetter dem, uanset om vi
kalder denne for x eller y.

f(g(x)) leeses "faf g af x" fog leeses "fbolle g"

Eksempel



| de gvrige indledende eksempler far vi falgende opdeling i ydre og indre

funktioner:

s(x) = f(g(x)) f(x) (ydre) 9(x) (indre)
-5 _5 9(X) = 3x+1

N 3x+ 1 f2) X ’

S3(x) = V3x—2 fa(x) =Vx g5(x) =3x—2

s4(x) = 5-sin(2-x+g) +3

_1(X— 1,2)2
ss()=e 2" 0,3

f4(x) = 5-sin(x) +3

fox) = &

94(X)=2'X+E
2

gs(x) = —1(&)2

2% 03

Selv om vi skriver den ydre forst, sa er det oftest lettest forst at fa gje pa den

indre og skille den ud.

Qvelse 2.17

s(x) = f(g(x))
(X) = 3x+1
s(x) = (5x+4)"°
s(%) = (1 —4x)°

S0 = 2x+ 3

f(x) (ydre) g(x) (indre) s(x) = f(g(x))

Gennemfer selv samme analyse og opdeling af nedenstaende funktioner i en ydre og en indre.

f(x) (ydre) g(x) (indre)
500 = (2x+1)72

s3(x) = In(x—4)

S0 = (2¢—3x+1)°

sy(x) = &> S0 = e
s(X) = (x+1)* 514(X) = In(2 +9)
1 312()() = otx+1




3.1 Differentiation af sammensat funktion. Det lineeere tilfaelde

For reekken af ydre funktioner i eksemplet ovenfor — og tilsvarende i gvelsen —
har vi hver gang en szetning, der giver os differentialkvotienten. Vi bemaerker
endvidere, at i reekken af indre funktioner er de fleste faktisk linesere funktioner.
Kun g er en ikke lineaer funktion. | @velsen er der yderligere nogle ikke-linezere.

Qvelse 2.18

Se evt. i B-bogens kapitel 4 afsnit 3.1 med oversigten over funktioner, man
skal kunne differentiere pa B-niveau, og bestem differentialkvotienterne for
hver af ovenstaende indre og ydre funktioner. For funktioner som f, og f, i
eksemplet kan det veere en fordel farst at omskrive til en potensfunktion pa
formen x.

Nar vi skal vise en regneregel for, hvordan vi differentierer sammensatte
funktioner, vil vi farst gennemga tilfeeldet, hvor den indre funktion er lineser. Det
skyldes, at vi kan gennemfare dette bevis ved hjeelp af tretrinsreglen. Beviset
for det generelle tilfaelde anvender opskrivningen med epsilonfunktioner.

Szetning 4: Differentiation af den sammensatte funktion
s(x) =f(a- x + b)

Antag, at funktionen f er differentiabel i y, = a- x;, + b, med
differentialkvotient f'(x,). Funktionen s(x) = f(a- x+ b) er da
differentiabel i x,, med differentialkvotienten:

s(x))=f(a-x,+b)-a

Hvis f er overalt differentiabel, sa er ogsa s overalt differentiabel, og
der geelder:

s(x)=f(a-x+b)-a

Bevis
Vi opskriver forudsaetningerne for beviset, nemlig at f er differentiabel i x, med
differentialkvotient f(y,):

Ty + ) = Flyg) ”/’7‘ o) f'(y,) nér h—0

Vi anvender anden version af tretrinsreglen.

1. Opskriv sekanthzeldningen:
S(xg+ h) —s(xy) _ fla (x,+ h) +b) —f(a-x, + b)
h h

2. Omskriv sekanthaeldningen:
f(a-(xy+ h) +b)—f(a-x,+ b)

_ f(a-x0+a-z+ b) — f(a- X, + b) Gang aind i parantesen
_flax,+b+ a-l;?) —f(a-x,+ b) Roker rundt
=f(y0+a'h)—f8/0) Indseet y,=a-x,+ b
_ a-f;7) = f(y,) 4 Forlaeng med a

a-h

Dette ligner udtrykket, vi skrev op i begyndelsen af beviset. Forskellen er forst
og fremmest, at tilveeksten her hedder a - h. Hvis vi kalder a- h for k og seetter
dette ind, far vi:

fyy + k) — f(y,) g
k

3. Lad h- 0 og se, hvad der sker.
Nar h— 0, vil ogsa k= a- h- 0. | falge forudsaetningen (*) har vi:



Ty + K = Flyg) k/i_ ") ., #(y,) nar k0

Men dette vil s& ogsa ske, nar h— 0.
Ser vi nu pa det omskrevne udtryk for sekantheeldningen i (**), ma der derfor
geelde, at

s(xg + h) = s(xg) _ Fyy + k) = Flyp)
h k

~a—f'(y,)-anar h—»0

Indseetter vinu y, = a- x, + b, fér vi konklusion: s er differentiabel i x, med
differentialkvotient s'(x,) = f'(a- x, + b) - a.

Eksempel: Sadan differentieres en sammensat funktion

Betragt funktionen s;(x) = (2x-5)".

Vi s& ovenfor, at s,(x) = f,(g,(x)), hvor f,(y) = ¥’ og g,(x) = 2x-5.

Den sproglige formulering af seetningen ovenfor er: Differentier den ydre, mens
du lader den indre sta, og gang derefter med den indre differentieret. Anvender
vi nu det pa s, far vi:

Differentier s;(x) Differentier den ydre, Gang med Den indre differentieret Konklusion
mens du lader den indre sta
s/(x) = 7-(2x—5)° . 2 s/(x) = 14-(2x—5)°
Qvelse 2.19

Differentier s,, s; 0g s, fra eksemplet her [Link mangler] ved brug af den
sproglige formulering af seetningen.

Qvelse 2.20
Differentier funktionerne s, til s, i ovelse 2.17.




3.2 Differentiation af sammensat funktion. Det generelle tilfaelde

| det generelle tilfaelde geelder falgende seetning:

Seetning 5: Differentiation af den sammensatte funktion
s(x) = f(g(x)) (keedereglen)

Antag, at den ydre funktion f er differentiabel i y, = g(x,), med
differentialkvotient 7(y,) = f'(g(x,)), samt at den indre funktion g er
differentiabel i x, med differentialkvotienten g'(x;).

Funktionen s(x) = f(g(x)) er da differentiabel i x;, med
differentialkvotienten:

S'(xy) = f'(g(x)) - g'(x,)

Hvis f og g er overalt differentiable i deres definitionsmaengder, sa er
ogsa s overalt differentiabel, og der geelder:

s'(x) = f'(g(x)) - g'(x)

Forst illustrerer vi brugen af saetningen.

Eksempel: Sadan differentieres en sammensat funktion

Betragt funktionen h(x) = (cos(x))>.

Den ydre funktion er f(y) = y?, og den indre funktion er g(x) = cos(x).
Ifalge seetningen far vi:

Differentier Differentier den ydre, mens du laderden Gang Den indre Konklusion
s(x) indre sta. med differentieret
s(x) = 2 cox(x) o —sin(x) 5/'(X) = =2 cos(x) - sin(x)

Bevis for saetning 5

Her ligger materialer vedrarende beviset for seetning 5. Det er dels en
diskussion af, hvorvidt man kunne generalisere beviset for saetning 4, og dels
det korrekte bevis med brug af epsilonfunktioner. Dette bevis har yderligere den
styrke, at det umiddelbart kan generaliseres til funktioner af flere variable.
Seetningen om sammensat differentiation er en af de vigtigste i calculus, som er
den videregaende differential- og integralregning, hvor den normalt betegnes
kzedereglen ("the chain rule”). @velser i brug af saetning 5 folger efter saetning
6.

Vi har i B-bogens kapitel 6 givet reglerne for differentiation af eksponential-,
logaritmeog potensfunktioner og argumenteret for nogle af disse formler. Vi
sammenfatter disse formler og beviser her:

Szetning 6:Differentiation af eksponential-, logaritme- og

potensfunktioner

Funktionerne med forskrifter e* - x, a, I n(x) og X er alle differentiable
i hele deres definitionsmangde. De har fglgende differentialkvotienter:

(ek')()r =kK- ek-x
(&) =In(a) - a

(In(x) =1
X

(X¥)y=a-x¥""'a=z0

Bevis

| B-bogens kapitel 4 har vi bevist, at & er differentiabel. Af saetningerne om
sammensat funktion falger, at funktionerne i 1 og 2 er differentiable. | B-bogens
kapitel 4 har vi argumenteret for, at / n(x) er differentiabel, da det er den
omvendte funktion til €. En omskrivning af x? vil vise, at den ogsa kan ses som
en sammensat funktion, og dermed at den er differentiabel. Beviser for de
farste to formler overlades til laeseren som en gvelse.

Bevis for punkt 3
Ud fra definitionen af In(x) som den omvendte til €* har vi falgende:


http://www.gymportalen.dk/sites/lru.dk/files/lru/2_3_differentiation_sammensat_funktion.pdf

eln(x)=x

(€"™)y=(x)  Differentier pa begge sider
™ . (I n(x)) =1 Udnyt reglen for sammensat differentiation, samt (x) = 1
x - (In(x))=1 Udnyt at € og / n(x) ophasver hinanden
(In(x))y=1
X

Dette var det gnskede resultat.

<

Bevis for punkt 4
Vi omskriver x?, s& man kan anvende sammensat differentiation.
X2 = (&"¥))a Udnyt x = €™, da disse er omvendte funktioner
X =2 /0 * Udnyt potensregel
(xFy = (ef /"y Differentier pa begge sider
(x%) =& "X . 2. 1(x) Udnyt reglen for sammensat differentiation
X3 =xa-x" Udnyt (*), samt formlen i punkt 3
(X3 =a x"" Udnyt potensregel til at reducere
Dette var det gnskede resultat.

Qvelse 2.21 formlerne 1 og 2

typen f(a- x + b).

udnytte punkt 1.

a) Vis punkt 1 ved at anvende szetning 2 om differentiation af funktioner af

b) Vis punkt 2 ved at omskrive a*til €%, hvor k = I n(a), sa vi kan

Qvelse 2.22

| en model for produktionen af palmeolie i Malaysia kan
sammenhangen mellem alderen af palmerne og udbyttet af
palmeolien pr. hektar beskrives ved

f(x) = 35,9 (1 — 0,493~ 0499 %2604 " g < x < 25

hvor x er palmernes alder malt i ar, og f(x) er udbyttet pr. hektar

malt i ton.

a) Tegn en graf for f, og bestem udbyttet fra en hektar, hvor
palmerne er 10 ar gamle.

b) Bestem vaeksthastigheden i udbyttet fra en hektar, hvor

palmerne er 5 ar gamle.
(Kilde: stx A eksamen maj 2011)

Qvelse 2.23

b) Differentier funktionen

ovenfor.

a) Differentier funktionerne sg til s, i gvelse 2.17.

_1(X - 1,2)2 fra eksemplet pa side 65
ss(x)=e 2" 03

Qvelse 2.24

gammel.

dogn gammel.

| den sakaldte Gompertz-model for en bestemt population af kyllinger kan
sammenhangen mellem en kyllings veegt (malt i kg) og kyllingens alder t
(malt i degn efter udklaekning) beskrives ved:

In(M) = 1,6524-4,612- 0423

a) Benyt modellen til at bestemme vaegten af en kylling, der er 30 dagn

b) Bestem M som funktion af t.
c) Tegn grafen for M, og bestem veeksthastigheden, nar kyllingen er 30

Opgaver

Du kan p& hjemmesiden finde opgaver i tilknytning til afsnit 3.
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4. Regneregler for differentiation - produktregl og brgkregel

Vi har i B-bogens kapitel 4 behandlet regnereglerne for differentiation af
funktioners sum, differens og produkt med en konstantfaktor. Vi har endvidere
udledt formlerne for differentiation af x* og x° og anvendte her en teknik, der
kunne generaliseres, hvorved vi kunne fa formler for differentiation af X0, .
osv. Vi skal "blot" kunne udregne parenteser som:

(x+ h* (x+ h)®

Qvelse 2.25

a) Laes beviset for differentiation af x* igennem.

b) Udregn (x + h)*.

c) Gennemfer et bevis for differentiation af x* efter samme manster som
ved X°.

Efter at have gennemfart et par af disse beviser, ville vi maske veere i stand til at
bevise det generelle tilfelde ved at udskrive en formel for (x + h)". Men vi
kunne ogsa betragte x*, x°, . . . osv. som produkter af funktioner:

X4=X'X3,X5=X'X4,OSV.

Vi har styr pa, hvordan vi differentierer x og X, og hvis vi havde en regel for
differentiation af produkter, kunne vi fa en formel for differentiation af x*.

Har vi nu faet styr pa, hvordan vi differentierer x*, kunne vi igen anvende en
sadan produktregel og fa en formel for differentiation af x°. Osv., osv.

En sadan produktregel findes. Den er lidt mere kompliceret at bevise end de
andre regneregler, og det er vigtigt at huske, at der ikke geelder den regel, man
maske ville geette pa, nemlig at man differentierer et produkt ved at differentiere
hver faktor for sig og gange sammen. Vi kan illustrere geometrisk, hvorfor det er
helt galt.

Lad os betragte to funktioner A(t) og P(f). Funktionen A(t) angiver det antal
arbejdstimer, en bestemt virksomhed rader over pr. dag, og P(t) angiver den
gennemsnitlige produktivitet pr. medarbejder malt i veerdien af det, man
producerer pr. time. Veerdien af produktionen p& en dag kan sa beskrives ved
produktfunktionen: V (f) = P(t) - A(t), hvor t angiver tiden malt i timer. Veerdien
kan bade stige, ved at P vokser og, ved at A vokser. Lad os antage, at der over
en tidsperiode At sker en tilveekst i produktivitet pa AP og en tilveekst i antal
arbejdstimer pa AA. Den samlede veerdi kan nu illustreres saledes:

P AP

A P-A AP-A
AA P-AA AP AA

Den samlede tilvaekst, som vi kan kalde AV = A(P - A), kan vi af illustrationen
se bestar af tre led:

AV =AP-A)=P-AA+AP-A+AP-AA
Udregner vi tilveeksten pr. tid, far vi:

AV _p. DAL AP AL AP A4
At At At At

| en graenseovergang, hvor At - 0, vil tilveekst pr. tid neerme sig
differentialkvotienterne. Sa de to forste led vil naerme sig:

pAALAP AP A+P A
At At

mens det tredje og sidste led gar mod 0. Overvej dette!

Konklusion: V' =P-A+ P -A



4.1 Differentialkvotienten af et produkt

Szetning 7: Differentiation af et produkt (Produktreglen)

Antag, at funktionerne fog g begge er differentiable i punktet x,. Saer

ogsa produktet p = f - g differentiabel i x, med felgende
differentialkvotient:

P(xp) = (f - g)'(x) = ' (x5) - glx;) + F(x;) - g'(x;)

Bevis

Her findes et bevis, hvor vi anvender tretrinsreglen. Vi vil her give et bevis, hvor
vi udnytter epsilonfunktioner. Begge bevistyper indeholder nogle lidt storre
omskrivninger, men i beviset nedenfor er omskrivningen mindre tricket:

Ifalge forudseetningerne er f differentiabel i x, med differentialkvotient f(x;).
Dvs. at der i et interval omkring x, geelder, at

f(xg+ h) =1f(x)) + f'(x))-h+ E.(h)-h
Ifalge forudseetningerne er g differentiabel i x, med differentialkvotienten g/(x,).
Dvs. at der i et interval omkring x, geelder, at

9% + h) = glxo) + g(xp) - h+ E (h)-h ()
Vivil nu udregne p(x, + h):

plx, + h) =f(x,+ h) - glx, + h) = Udnyt definitionen af p
(F(xo) + (xo) - h+ E ;(h) - h) - (9(x) + g (x;) - h+ E ,(h) - h) Indseet (*) og (**)

Der er tre led i hver parentes. Nar vi ganger ud, far vi derfor ni led. Det ser lidt
voldsomt ud, men de seks af leddene kan i virkeligheden samles til ét:

p(Xo + h)=(X0) . g(Xo) + f(Xo) : g(Xg) “h+ f(Xo) : Eg(h) “h
+F(X) - h- glxg) + () - h- g (xg) - h+ F(xg) -h+ E (h) - h
+E(h)-h-glxg) + E(A)-h-g(x)-h+ E (h)-h-E (h) - h

Led nr. 2 og 4 samler vi og seetter h uden for parentes.

Led nr. 3 og de sidste 5 led indeholder ogsa alle h, som vi szetter uden for
parentes, og vi ser, at alle led i parentesen er epsilonfunktioner, som tilsammen
kan kaldes for Ep(h):

plxo + h)=F(x) - glxo) + (F(xo) - g (xo) + F/(xp) - glxp)) - h
+( f(Xo) - E (M) + f'(Xo) - d(Xo) - h+ ' (xp) - E ((h) - h ) "
+E (h) - g(xy) + E (M) - g (x,) - h+ E (h) - E (h) - h
plxg + M=F(xy) - glxo) + (F(xg) - g (Xo) + F(xg) - glxp)) - h+ E (h) - h

Bytter vi om pé& leddene i parentesen, kan vi konkludere, at
p(xo + h) = plxg) + (F(Xe) - glxo) + F(Xg) - g (X)) - h+ E (h) - h
dvs. p er differentiabel i x, med differentialkvotienten:
P (xg) = (f - 9)(xg) = F'(x) - 9(xg) + £ (xp) - g (xg)
.v,'
Eksempel: Differentiation af x4
Opskriv x* som x* = x - x°, sa vi kan differentiere p(x) = x* som produktet af de

to funktioner f(x) = x og g(x) = x*. Vi bestemmer de afledede af de to
funktioner, der indgar i produktfunktionen:

f'(x)=10g g(x) =3 X
Af produktreglen folger det nu, at

P (x) = (f(x)-g(x))
=f'(x) - g(x) + f(x) - g(x) Produktregel
=1 X +x3x Indsaet de afledede funktioner
=4-x° Reducer
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Konklusion: (x*) = 4 - x°

Vi kunne fortseette et stykke tid, som vi gjorde i det tidligere eksempel, men i
stedet beviser vi seetningen om differentiation af potensfunktioner generelt.

Satning 8: Formlen for differentiation af x "

Funktionen p(x) = x” er differentiabel for alle x og alle naturlige tal n,
med differentialkvotient:

p(x)=n-x"""

Bevis

Denne formel er i og for sig daekket af saetning 6 om differentiation af
potensfunktioner (selv om definitionsmaengden dér kun er de positive tal). Men
beviset er interessant, fordi det giver en ny indsigt i bevisteknik. Nar vi skal vise,
at noget geelder for alle naturlige tal n, sa har vi nemlig en seerlig teknik, der
kaldes matematisk induktion. Ideen heri er folgende:

a) Formlen vises for en eller nogle fa veerdier i starten af talreekken.
Her har vi forelgbig vist formlen for n=1, 2, 3 og 4.

b) ernaest antager man, at formlen geelder for et bestemt trin n i talraekken.
Med udgangspunkt i dette vises, at formlen dermed ogsa geelder for trin n +
1.

Hvis vi har vist de to punkter, sa geelder formlen for alle naturlige tal, fordi vi jo —
i teorien i alt fald — kan na frem til ethvert naturligt tal ved at ga et skridt frem af
gangen.

Antag derfor, at formlen gaelder for tallet n, dvs. at

(X" =n-x"""

Vi undersgger nu, om formlen ogséa geelder for n+ 1, som jo er det
nezeste trin i raekken.

Vi omskriver x”* " til x* ' = x - x" og differentierer hver faktor for sig:

(x) =1
XY =n-x"" ‘, fordi vores forudsaetning for formlen er, at formlen gaelder for n

Anvender vi nu produktreglen pa x"* ", sa far vi:

My =(x- X"
:

=1-x"+x-n-x"" Produktregel
=1-x"+n-x" Udnyt en potensregel, samt at x=x '
=(x+1)-x" Saet x” udenfor parantes

Konklusion: (x"* ') = (n+ 1) - X"

Saledes har vi vist punkt 2, og dermed er formlen ifalge princippet om
matematisk induktion bevist for alle naturlige tal.

(I C-bogens kapitel 7 kan du lzese mere om induktionsbeviser.)

Qvelse 2.26

Differentier falgende funktioner og bestem evt. lokale ekstrema
a) p(x)=x3-In(x), x>0

b) px)=x2-€, x>0

) py(x)=e*-In(x), x>0

)

p4(x)=x-sin(j—()’ x#0

o O




4.2 Differentialkvotienten af en brgk (supplerende stof)

Ovenfor beviste vi seetningen om differentiation af x”, hvor n er et naturligt tal.
Hvis ner et negativt tal, kan vi udfere differentiationen ved at betragte
funktionen som en potensfunktion, x2, der er behandlet i afsnittet om

—n _

sammensat funktion. Men vi ved jo, at x™" = ln og der findes naturligvis ogsa
X

en brokregel, pa linje med produktreglen, som vi kan bruge i dette tilfeelde.
Szetning 9: Differentiation af en brok (Brokreglen)

Antag, at funktionerne fog g begge er differentiable i punktet xg, og
antag, at g(x;) # 0i et interval omkring x,.

Sa er ogsa broken g = é differentiabel i xyp med felgende

differentialkvotient:

f’(Xg) : g(Xo) = f(Xo) : g,(Xo)
(g(x))?

qog = (L) 0 =

Her findes to forskellige beviser: Et der anvender produktreglen, et der
anvender tretrinsreglen, og et der bygger pa differentiation af sammensat
funktion.

QOvelse 2.27
| B-bogens kapitel 4 har vi behandlet differentiation af % Denne og alle

ovrige potenser med negativ eksponent kan vi nu differentiere ved hjeelp af
brokreglen, idet vi har

= ln Vis, at (x™") = -n-x""
X

Qvelse 2.28
Den trigonometriske funktion tangens, tan(x) er defineret ved:

sin(x)

tantx) = cos(x)

Vis ved brug af brokreglen falgende to formler for den afledede funktion af
tangens:

1
0s%(x

(tan(x)) = : og (tan(x))’ = 1 + tarf(x)
c

Qvelse 2.29

En polynomiumsbraok er en brek, hvor bade taeller og naevner er et
polynomium.

Folgende tre funktioner er polynomiumsbraker:

2x+ 3 X —3x+2 3x—7
f = f S f = 7
W=5—s N="%5—7 = s

a) Bestem definitionsmaengden, og tegn graferne for hver af de tre
funktioner.

b) Bestem monotoniforhold og eventuelle lokale ekstrema for hver af de tre
funktioner.

Opgaver
Du kan pa& hjemmesiden finde opgaver i tilknytning til afsnit 4.
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5. Hovedsaetninger om differentiable funktioner (supplerende stof)

En af de centrale saetninger i differentialregningen er monotonisaetningen, der fx
anvendes i lgsningen af mange optimeringsproblemer. Et hovedmal i dette
afsnit er at bevise denne saetning. Undervejs vises andre vigtige saetninger fra
differentialregningen.

Et centralt veerktoj i beviset er 2. hovedsaetning om kontinuerte funktioner, som
er behandlet i kapitel 1.

Farste trin er maks-min-szetningen, som vi behandlede i B-bogens kapitel 4 om
differentialregning:

Saetning 10: Maks-min-sztningen

Hvis fer differentiabel i et interval, og fhar et lokalt ekstremum i et
indre punkt ¢, sa er f'(c) = 0.

Neeste skridt frem mod monotoniseetningen udgeres af to beromte szetninger
fra differentialregningens historie, Rolles saetning og middelvaerdiseetningen.

¥ Middelveerdiseetningen er et staerkt redskab i teoretisk matematik,

== = hvorimod den mere sjeeldent finder anvendelse til lasning af praktiske
beregningsopgaver. Det skyldes, at seetningen — lige som seetningen
om mellemliggende veerdier — er en eksistensseetning, dvs. at den
forteeller os, at der findes en bestemt veerdi, s noget bestemt gaelder.
Men den forteeller os ikke hvilken veerdi.

ag------

»  x Rolles seetning, som vi viser nedenfor, er et specialtilfeelde af
middelveerdisaetningen, men vi viser den ferst, fordi den kan anvendes
til at give et grafisk set letforstaeligt bevis for middelveerdisaetningen.

Saetning 11: Rolles sztning

Hvis fer differentiabel i intervallet [a; b], og f(a) = f(b) =0,

sa findes et cE€ ] a; b, hvor f'(c) = 0.

Den beskrevne situation i seetning 11 kan grafisk illustreres ved de to
figurer til hajre.

Bemaerkning: Szetningen optreeder farste gang i en bog, som den
franske matematiker Michel Rolle (1652-1719) udgav i 1691. Rolle

beviste ikke saetningen, men formulerede den som et hjeelpemiddel til a 4 \yu
at lose visse ligninger.

Bevis
Vi skelner mellem to tilfeelde:

1. fer konstant lig med 0. Sa er f'(x) = 0 for alle x, og seetningen er indlysende
sand.

2. ferikke konstant. Da f specielt er kontinuert, siger 2. hovedseetning om
kontinuerte funktioner, at \/ m(f) er et lukket interval: v m(f) = [QL; B], hvor
a og 3 er henholdsvis minimum og maksimum, og mindst ét af dem er
forskelligt fra 0, fx B =0

Maksimum antages da i ettal c€]a; b[: f(c) = B Tegn en skitse af
situationen!
Maks-min-saetningen siger da, at f'(c) = 0.

Dette er netop pastanden i Rolles seetning, som hermed er vist.
Ved hjeelp af Rolles saetning vises nu:

Saetning 12: Middelveerdisaetningen

Hvis fer differentiabel i [a; b], sa findes et tal cE€ ]a; b, hvor
f(c) = f(b) — f(a)_
b—a



/sites/lru.dk/files/lru/hema_102_a.png
/sites/lru.dk/files/lru/hema_103_a.png
/sites/lru.dk/files/lru/hema_103_b.png

Den grafiske situation i seetningen kan fx illustreres ved figuren til hajre.

Bemeerkning 1: w er haeldningskoefficienten for linjen m.

Overvej, at denne starrelse kan fortolkes som den gennemsnitlige
stigning i y-veerdien, nar vi gar fra A til B. Deraf navnet
middelvaerdisaetningen.

2D animation - Middelveerdiseetningen (html) . o 0
2D animation - Middelveerdiszetningen (ins)

Bemaerkning 2: Her er der adgang til en animation, der illustrerer
middelveerdisaetningen for en vilkarlig kurve.

Bevis
Lad m(x) veere den linezere funktion, hvis graf er m. S& gaelder der, at

m(a) = f(a) og m(b) = f(b) Avend definitionen pa m
m(x) = [(b) = f(a) Udnyt at m'(x) er lig med haeldnings-
b-a koefficienten for tangenten
Vi danner nu en ny funktion g: g(x) = f(x)-m(x)

g(x) opfylder betingelserne i Rolles saetning:

g er differentiabel
gla) = f(a) — m(a) = 0 samt g(b) = f(b) — m(b) =0

Vi anvender Rolles szetning pa g:

Der findes et cE1a; b, sa:

ge)=0

f'(c) —m'(c)=0 Anvend definitionen pa g
f'(c) =m(c) Flyt over m'(c)

f(c) = 1B = f(a) indsaet m'(c)

b—a

Denne sidste identitet er netop pastanden i middelveerdisaetningen, som
hermed er vist.

.\/’,‘
v

Bemaerk, at konstruktionen af g rent grafisk svarer til, at vi traekker systemet
med fog mned, s& A og B kommer til at ligge pa x-aksen.

Her anvendes Rolles szetning — der findes en vandret tangent i intervallet — og
vi foretager nu den modsatte bevaegelse, og far en tangent med
hzeldningskoefficient svarende til haeldningskoefficienten for m.

Vi har nu endelig alt, hvad vi behgver, for at kunne bevise monotoniszetningen.

Seetning 13: Monotonisaetningen

Hvis fer differentiabel i et interval /, sa gaelder:
1. Hvis f(x) > 0 for alle x € I, sa er fvoksende i intervallet.
2. Hvis f'(x) <0 for alle x € I, sa er faftagende i intervallet.

3. Hvis f'(x) =0 for alle x€ I, sa er fkonstant i intervallet.

Bevis for punkt 1
Veelg x, 0g x,, s& x; < x,. Vi skal vise, at fer voksende, dvs. vi skal vise,
at f(x,) < f(x,), som vist pa figuren. fixg)

Betragt f pa intervallet [x,; x,]. Sa findes der ifalge

middelveerdiseetningen et ¢ mellem x, og x,, sa:
f(e)=fx) = f(x,) e

=4

f(x,) — f(x;)=F"(c) - (x, — x;) Gang over og flyt rundt x x

Vi ser nu pa fortegnet for hgjre side:

f'(c)>0 Ifalge antagelsen i 1
(X, — x;)>0 Tallene er valgt sa dette er opfyldt
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Derfor er hele hgjre side positiv. Men sa er venstresiden det
ngdvendigvis ogsé, dvs.:

f(x,) — f(x;)>0
f(x,)>f(x;) flyt over

<

Konklusion: f(x,) er starre end f(x,), altsa er f voksende.

Qvelse 2.30
Gennemfar selv beviserne for monotonisaetningens punkt 2 og 3 med de
nedvendige aendringer.

Qvelse 2.31

Du er kort i bil fra en by A til en by B, der ligger 150 km borte. Turen tog i alt
2 timer. Argumenter for, at farten — uanset hvordan du kerte — mindst en
gang under turen var praecis 75 km/t.

Qvelse 2.32
Illustrer middelvaerdiszetningen for f(x) = x* + 2x°—x + 2 i intervallet
[-2; 2]:
a) Vis, at pastanden i satningen er falgende:
Der findes et tal ciintervallet [-2; 2], sa f'(c) = 3.
b) Bestem det eller de tal ¢, hvor f’(c) = 3, og demonstrer derved, at
seetningen er sand i dette tilfeelde.

Qvelse 2.33

a) Vis, at safremt f er differentiabel og har 4 forskellige nulpunkter i [a; b],
sa har f’(x) mindst 3 forskellige nulpunkter i samme interval.

b) Generaliser pastanden i a) til situationen, hvor f har nforskellige
nulpunkter i [a; b].

| afsnit 6 gar vi videre ad dette spor og viser, at n'te-gradspolynomier hgjst

har nrgdder.

Qvelse 2.34
En opgave indeholder falgende delspgrgsmal: Bestem monotoniforholdene
for

fix)=_X=1_
) X—x—6

Gor rede for preecist hvor i argumentationen, vi anvender
monotonisaetningen, og hvor vi anvender den farste hovedsaetning om
kontinuerte funktioner.

Qvelse 2.35

Hovedsaetningen om stamfunktioner siger: Hvis f er kontinuert med
stamfunktionen F, sa kan enhver anden stamfunktion til f skrives pa
formen: F (x) + k, hvor k er en konstant. Find beviset for denne szetning, og
gor rede for preecist hvor i argumentationen, vi anvender
monotonisaetningen.




6. Grafers krumning og den anden afledede (supplerende stof)

Vi har flere gange i bade C- og B-bagerne inddraget begrebet krumning i
beskrivelsen af grafiske forleb. Parabler er helt overordnet karakteriseret ved,
om de krummer opad (er "glade") eller krummer nedad (er "sure"). De kubiske
grafer for tredjegradspolynomier har alle et vendepunkt, hvor de lige preecis
skifter mellem at krumme nedad til at krumme opad — eller omvendt. Krumning
er faktisk et karakteristisk treek ved alle grafer, vi kender, bortset fra de linezere.
Det geelder bade graferne for de elementeere funktioner som de eksponentielle,
logaritmiske, potens eller trigonometriske funktioner, og det geelder de mere
avancerede som de logistiske funktioner eller teethedsfunktioner for X2-
fordelingen.

Vi har indtil nu anvendt begrebet krumning pa baggrund af grafiske
betragtninger. P4 samme made foretog vi den forste beskrivelse af
monotoni-forhold ud fra grafiske betragtninger. Men siden gav
differentialregningen os et preecist vaerktgj til at bestemme monotoniintervaller
og lokale ekstrema, nemlig den afledede funktion f (x). P& tilsvarende vis giver
den anden afledede, f'(x), os et preecist veerktoj til at bestemme
krumningsforhold.

¥
A pr '
) Konkav
y=fix) 1
Konkay
X
X
y y=Ffix)
]
)
Konveks | \
'
Lokalt opforer en graf sig som en parabel. Grafer kan veere konvekse, dvs. opad hule ("glade”)
Koefficienten a til denne parabels andengradsled er  eller konkave, dvs. nedad hule ("sure").
netop det halve af den anden afledede f”(x,). Vendepunkterne skiller de to mulige opfersler.

2D animation - Krumningen for en graf (html)
2D animation - Krumningen for en graf (tns)

For at give praecise svar, skal vi imidlertid have preecise definitioner.

Definition: Krumning — konvekse og konkave funktioner

En graf siges at krumme opad, eller at vaere konveks i et interval
[a; b], hvis grafen ligger over enhver af sine tangenter i pagaldende
omrade. Et andet ord for at krumme opad er at vaere opad hul.

En graf siges at krumme nedad, eller at veere konkav i et interval Konkvens
[a; bl, hvis grafen ligger under enhver af sine tangenter i pagaeldende
omrade.
Et andet ord for at krumme nedad er at veere nedad hul.
Den anden afledede f”(x) af en funktion f(x) er jo den afledede funktion
(differentialkvotienten) af f'(x). Vi ved fra monotonisaetningen, at hvis den
afledede er positiv, sa er funktionen voksende. Dvs.:
@ Hvis ”(x) er positiv, sa er f’(x) voksende
@ Hvis f”(x) er negativ, sa er f’(x) aftagende
Vi ved yderligere fra maks-min-szetningen, at der hvor f’(x) har et maksimum
Konkav

eller et minimum, er f”(x) = 0. Vi prover forst at skabe et intuitivt billede af,
hvad vi har med at gere. Lad os antage, at vi har differentieret f to gange, at vi
har lgst ligningen f”(x) = 0, og fx faet x = 2, og endelig at vi har beregnet nogle
veerdier, sa vi kan tegne en fortegnslinje for f”(x):
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x | g >
(x) - 0 +
0 S e

L Da f”(x) er negativ frem til x =2, er f'(x)

aftagende, dvs. heeldnings-
koefficienten for tangenterne bliver mindre
og mindre, mens vi beveeger os mod hgjre.
# S3ix =2 har vi ndet den mindste
W heeldningskoefficient for tangenterne, og

efter 2 bliver haeld-

ningskoefficienten for tangenterne igen
starre og starre.

Men dette ma alt i alt betyde, at:

@ Frem til x = 2 er grafen nedad hul
@ | omrédet, hvor x er starre end 2, er grafen opad hul
@ | x = 2 har vi derfor et vendepunkt, og tangenten her er en vendetangent.

Qvelse 2.36

Betragt et tredjegradspolynomium p(x) = a- x> + b- X + ¢+ x+ d.

a) Las ligningen p’(x) = 0. Genkender du lgsningen?

b) Tegn fortegnslinjen for p”(x), og beskriv hvordan grafens forlab
afhaenger af koefficienterne.

Falgende seetning viser, at vores intuitive opfattelse af det grafiske forleb er helt
korrekt.

Szetning 14: Krumningsforholdene bestemmes af den dobbelt

afledede funktion

Antag fer to gange differentiabel i intervallet [a; b]. Sa geelder:

Hvis f”(x) > 0 for alle x, sa ligger grafen for fhelt over tangenten til
grafen i punktet (a, f(a)), bortset fra i dette feelles punkt.

Hvis f“(x) < 0 for alle x, sa ligger grafen for fhelt under tangenten til
grafen i punktet (a, f(a)), bortset fra i dette feelles punkt.

Bevis

Tegn selv en figur, der illustrerer situationen. Tangenten til grafen i punktet

(a, f(a)) har heeldningskoefficienten f(a). Kald dette punkt A. Nar f”(x) > 0, er
f’(x) voksende i [a; b]. Det betyder, at alle avrige tangenter har en
heeldningskoefficient, der er sterre end f’(a). Lad nu d veere et tilfeeldigt tal
mellem a og b. Kald punktet (d, f(d)) for D. Treek linjen fra A(a,f(a)) til
D(d,f(d)). Vi vil vise, at punktet D pa grafen ligger over tangenten, ved at vise at
hzeldningskoefficienten for linjen fra A til D er starre end tangentens
haeldningskoefficient.

Vi udnytter middelveerdiseetningen pa intervallet [a; d ]:

Der findes et tal c mellem a og d, séledes at f (c) er lig med
heeldningskoefficienten for linjen gennem A og D.

Men f’(c) har en hzldningskoefficient, der er starre end f’(a). Dvs. at
heeldningskoefficienten for linjen gennem A og D er storre end f’(a). Og dette
var preecis, hvad vi gnskede at vise, for nar haeldningskoefficienten er storre,
mé D ligger over tangenten.

Beviset for det andet tilfzelde gar pa samme made.

.\\v/(,’

Qvelse 2.37

Betragt en eksponentialfunktion f(x) = a*.

a) Bestem f’(x), og argumenter for, at fer aftagende, nar 0 < a< 1, og
voksende, nar a> 1.

b) Bestem f”(x), og argumenter for, at enhver eksponentiel graf er opad
hul (konveks).
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Qvelse 2.38
Betragt en potensfunktion f(x) = x% x> 0.
a) Bestem f'(x), og argumenter for, at f'(x) <0, nar a< 0, og f'(x) > 0, nar
a>0.
b) Bestem f”(x).
c) Argumenter for fglgende udsagn:
1.Nara>1er f’(x)>0
2.Nara<oOer f’(x)>0
3NarO<a<ierf’(x)<0
d) Beskriv, hvordan de grafiske forlgb for potensfunktioner afheenger af a.

Seetning 15: Bestemmelse af vendetangenter

Antag, at fer to gange differentiabel i intervallet [a; bl, og at der
geelder:

f”(a) = 0 samt f"(x) > 0, nar x> a, og f"(x) <0, nar x< a(dvs.
fortegnslinjen for f“(x) er: — 0 +). Sa geelder falgende:

Grafen for f ligger under tangenten i (a, f(a)), nar vi befinder os til
venstre for a (nar x < a), og overtangenten, nar vi befinder os til hgjre
for a(nar x> a).

En sadan tangent kaldes derfor en vendetangent.

Qvelse 2.39
Bevis selv saetningen ud fra samme idé, som anvendtes i beviset for
seetning 14.

Gvelse 2.40
Vis, at f(x) = x*-2x® + 1 har en skra og en vandret vendetangent.

Qvelse 2.41
Analyser krumningsforholdene for sin og cos i intervallet [0; 2TT].

Saetning 16: Konvekse grafer ligger helt under deres sekanter

Antag, at fer to gange differentiabel, og at f"(x) > 0i 1a; b[.
Lad s veere sekanten fra A(a, f(a)) til B(b, f(b)).
Sa geelder der, at grafen for fligger helt under s i hele 1a; b[.

Qvelse 2.42

Tegn selv en skitse, der illustrerer situationen i saetningen.
Gennemfar selv et indirekte bevis for seetningen ud fra falgende ide:
Antag, at der findes et x,, hvor f(x,) ligger pa eller over s. Anvend
middelvaerdiseetningen pa hhv. [a; x,] og [x,; b, og opnéa derved en
modstrid med, hvad vi allerede ved om £'(x).

Qvelse 2.43
Anvend saetning 19 til at vise falgende:
Hvis f er to gange differentiabel, og f“(x) >0 ]a; bl, sa er

X, + X, f(x;) + f(x,)
f(122)5 12 2'

Dette er forste udgave af Jensens ulighed — en af de fa beramte szetninger i
matematikhistorien opkaldt efter en dansk matematiker. Den generelle formel
indgik i et par generationer i logoet for Matematisk Institut pa Kebenhavns
Universitet.

w[%f;‘*]g% MATEMATISK AFDELING

Saetning 17: Antallet af rodder i et polynomium

Et n'te gradspolynomium har hgjst n forskellige radder.
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QOvelse 2.44 Bevis for ssetningen

Bevis seetningen ud fra falgende fremgangsmade:

a) Vis, at safremt fer to gange differentiabel i [a; b], og f har tre forskellige
nulpunkter, da har f”(x) mindst ét nulpunkt i samme interval.

b) Formuler selv, hvad der tilsvarende geelder om den tre gange afledede
funktion f, hvis f er tre gange differentiabel i [a; b], og f har fire
nulpunkter i dette interval.

¢) Anvend ovenstaende teknik til at argumentere for, at et n'te-
gradspolynomium hgjst har n forskellige radder.

Qvelse 2.45
Anvend monotonisaetningen til at vise:
e>1+x,forx=0

(Hint: Opdel i to tilfaelde: x < 0 og x > 0, og betragt funktionen

f(x) = &~1 + x))

Bemeaerk: Denne ulighed falger ogsa af saetning 14 om krumningsforhold.
Hvorfor?

Qvelse 2.46
a) Anvend monotonisaetningen og resultatet i den foregaende ovelse til at
vise:

X2

eX>1+x+Enérx>0

b) Anvend monotonisaetningen og resultatet ovenfor til at vise:
e">1+x+§+§nérx>0

c) Generaliser resultatet ovenfor og vis:

4
eXZ1+X+f+£+X_+...,nérx>O
2 3! 4!

Bemeerk: Af det indledende afsnits forteelling fremgar det, at der geelder
lighedstegn.
Potensreekken péa hajre side er Taylor-reekken for eksponentialfunktionen.




7. Projekter

Projekt 3.1 Newtons udregning af pi med brug af integralregning

Selv om det ikke havde nogen praktisk betydning, kunne Newton ikke lade
veere med beregne pi med 15 decimaler — for at demonstrere, at han faktisk
kunne: "I am ashamed to tell you to how many figures | carried these
computations, having no other business at the time...". | dette lille historiske
projekt vil vi se, hvorledes Newton lgser opgaven ved at jonglere med
reekkeudviklinger.

Projekt 3.2 Djeevletrappen
| projektet dykker vi ned i detaljerne omkring djeevletrappen, og udnytter bl.a.
tretalssystemet til at vise, hvilke punkter, der ligger pa et trappetrin, og hvilke
der forbinder trappetrinene.

Projekt 3.3 Thomaes funktion

Thomaes funktion er diskontinuert i alle de rationale tal og kontinuert i alle de
irrationale tal. Uanset hvor lille et interval man veelger, sa er der uendeligt
mange rationale og irrationale tal i intervallet, sa grafen for Thomaes funktion er
totalt usammenhzengende. Alligevel kan man anvende moderne integralregning
i studiet af funktionen.

Projekt 3.4 Patologiske funktioner - summer og integraler af rekursivt
definerede funktioner

Djeevietrappen er et eksempel pa grafen for en rekursivt defineret funktion. Vi
kan ikke repreesentere funktionen med ét feerdigt funktionsudtryk, men
beskriver denne gennem en proces, hvor funktionen og grafen skridt for skridt
kommer til syne. Det er ofte gennem studiet af sddanne grzensetilfzelde, at vi far
en gget indsigt i emner som kontinuitet, kurvelsengder og areal. | projektet vil
man mede eksotiske funktioner som savtakfunktionen, Mont Blanc-funktionen,
og Sprinklerfunktionen.

Projekt 3.5 En sammenligning af Riemann og Lebesgue-malet

(Leesning af en kildetekst: Harald Bohr, En punktmaengdes mal, om Riemann
og Lebesgue)

| moderne matematik har man brug for et mere forfinet mal for lzengder og
arealer end det klassiske, hvor man eksempelvis forsager at overdeekke et
omrade i planen med stadigt mindre kvadrater og dernaest summere arealerne
af de, der ligger inden i punktmaengden. Det klassiske mal er ikke egnet til at
beskrive, hver meget eller hvor lidt "seere” maengder, fraktaler osv fylder. | et
foredrag fra 1917 forteeller Harald Bohr om helt nye ideer og metoder pa dette
omrade, som netop er udviklet af den franske matematiker Lebesgue, og i sin
paedagogiske fremstilling sammenligner han dette med den klassiske metode
opkaldt efter den tyske matematiker Riemann.

Projekt 3.6 Hvordan defineres Logaritme- og eksponentialfunktionerne —
historisk, i gymnasiet og i moderne matematik

(Leesning af en kildetekst — Harald Bohr om Logaritme- og
eksponentialfunktionerne)

| projektet lzeses — helt eller delvist — Harald Bohrs foredrag fra 1939 om
historien bag logaritme- og eksponentialfunktionen samt om opbygningen af
disse funktioner. | foredraget sammenlignes den rent analytiske indfering af
disse funktioner (som det gares pa A-niveau) med den mere intuitive og
handveerksmaessige tilgang (som vi har anvendt pa C og B-niveau). Forskellige
tilgange giver ogsa @get indsigt i emnet, og i foredraget mader vi en helt ny
made at karakterisere funktioner pa, nemlig via funktionalligninger, hvilket er
ligninger, der udtrykker noget helt essentielt og faktisk “identitetsskabende” ved
en funktion.

Projekt 3.7 Hvordan defineres trigonometriske funktioner — historisk, i
gymnasiet og i moderne matematik

De trigonometriske funktioner er historisk — og naturligt ud fra deres
anvendelser — blevet introduceret rent geometrisk. Men disse definitioner volder
problemer, hvis vi gnsker at veaere helt preecise. Vi definerer og ud fra en vinkel
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eller en bueleengde, vi har afsat pa enhedscirklen. Men hvordan afseetter vi en
bestemt lzengde pa en cirkel? Intuitivt forstar vi det godt — vi leegger en snor
med laengde ¢ langs cirkelbuen — men det er ikke en seerlig velegnet definition. |
projektet viser vi, at man kan opna preecision ved at tageudgangspunkt i de
omvendte trigonometriske funktioner! Og igen med brug af integralregningen

Projekt 3.8 Newtons raekkeudvikling af trigonometriske funktioner

Hvis vi laver en passende afgraensning af definitionsmaengden, er cosinus og
sinus monotone funktioner og har dermed omvendte funktioner. Disse arcus-
funktioner eller cirkelfunktioner kan vi differentiere, og det viser sig, at vi far et
udtryk med rodder og potenser, som vi kan differentiere sa mange gange vi
onsker. Derved kan vi udvikle taylorreekker for de omvendte funktioner. Newton
var en sand regnemester og han kunne nu regne sig tilbage og ud fra de
omvendte finde raekkeudviklinger for cosinus og sinus.

Projekt 3.9 Stereometri-Keplers vintonder og Newtons prismatoider

Da Kepler i 1613 oplever en vinbonde male rumfanget af vintender, der havde
forskellig form, med brug af blot én malestok, kaster han sig ud i et omfattende
studie af, hvordan man egentlig beregner sddanne rumfang. | B-bogens projekt
4.5 gik vi i Keplers fodspor og undersgger hans oprindelige talmateriale og de
formler, han nar frem til. | dette projekt ser vi mere generelt pa beregning af
rumfang ved hjeelp af tveersnit. | projektet mader vi ogsa Simpsons formel og
andre specialiteter fra integralregningen.

Projekt 3.10 Rumfang af omdrejningslegemer - og den generelle
rumfangsformel

Hvis en funktion tilnaermes med stykvis konstante funktioner, svarer det til at
approksimere omdrejningslegemet bestemt af grafen for f med cylinderskiver
med radius . Det kan benyttes til at vise i alle detaljer, at omdrejningslegemet
rent faktisk har et rumfang V, som er givet ved integralformlen. Dette udger
farste del af projektet. | 2. del generaliseres dette til den generelle
rumfangsformel.

Projekt 3.11 Beregninger af polygoners arealer og polyedres rumfang —
umuligheden af at generalisere fra 2D til 3D.

(Leesning af en kildetekst: Borge Jessen: Polyedres rumfang )

| plangeometri kan arealer af polygoner bestemmes gennem opdeling af figuren
i trekanter. Der geelder yderligere, at disse trekanter ved geometriske metoder
kan omformes til et rektangel med samme areal. Dette er behandlet i B-bogens
projekt 5.12. Man kunne tro, at det samme var muligt i 3d, dvs at man for et
givet polyeder kan opdele dette i tetraedre, og at man kan konstruere en
(muligvis skaev) kasse (et parallel-epipedum), der har samme rumfang som
disse tetraedre. Spargsmalet indgik som nr 3 i Hilberts beramte 23 ulgste
problemer, og det var det farste der blev lost. Svaret er nej — det er ikke muligt
at generalisere til 3D. Projektet bestéar af lsesning af et foredrag holdt for
matematikleerere, hvor dette bevis gennemgas.

Projekt 3.12 Uniform kontinuitet og eksistensen af arealer

Dette projekt handler om det oftest oversete problem i arbejdet med at give
differential- og integralregningen fast grund under fadderne, nemlig
spargsmalet om eksistensen af de arealer, vi taler om. lkke alle punktmaengder
har arealer, men omrader under graferne for kontinuerte funktioner har. Beviset
for dette er netop beviset for, at enhver kontinuert funktion har en stamfunktion.
For at na frem til beviset ma vi introducere et nyt begreb, uniform kontinuert.

Projekt 3.13 Fakultetsfunktionen og taethedsfunktionerne for chi-anden--
fordelingerne

Fakultetsfunktionen er defineret ved, at . Definitionsmaengden er altsa
meengden af naturlige tal. Tegnes et plot af de farste funktionsvaerdier ser, at
funktionsveerdierne vokser meget hurtigt. Samtidig kan man godt forestille sig at
disse punkter forbindes med en graf, hvor definitionsmaengden udvides til alle
tal. Og det kan faktisk lade sig gore ved hjeelp af integralregningen. Denne
udvidelse af fakultetsfunktionen introducerer en ny vigtig funktion, som kaldes
gammafunktionen. Det viser sig bl.a. at denne funktion spiller en central rolle i
funktionsudtrykket for chi-i-anden fordelingerne.
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Projekt 3.14 Rektanguleer byplanlaegning

Et centralt element i enhver byplanleegning er at opstille modeller for
befolkningstallets udvikling i relation til byens geografiske struktur. | dette lille
anvendelsesorienterede projekt undersager vi to forskellige sadanne modeller
for en byplanleegning og sammenligner disse

Projekt 3.15 Demografi - en befolknings aldersmaessige sammensatning
Detaljerede prognoser for et befolkningstals udvikling kraever, at man ser pa
befolkningens aldersmaessige sammenseaetning. | projektet preesenteres en
reekke modeller, der kan fange sadanne detaljer.

Projekt 3.16 Kaedelinjer og parabelbuer
| projektet ophaenger vi en kaede med en given kurveleengde, og prover at
afgare om den bedst modelleres med en parabelbue eller en keedelinje.

Projekt 3.17 Summer og integraler - numerisk integration

Nar man skal finde veerdien af et bestemt integral er det langt fra altid man kan
bestemme en stamfunktion til udtrykt ved kendte funktioner og derved udregne
en eksakt veerdi for det bestemte integral. Man ma da i stedet stette sig til en
tilneermet veerdi fundet som en passende sum. | projektet undersoger vi de
forskellige typer af summer, der knytter sig til en funktion og dennes graf.

-
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3. Integralregning 2

| B-bogens kapitel 5 introducerede vi integralregning som den omvendte
regningsart til differentialregning, og vi udledte en reekke regneregler for
bestemte og ubestemte integraler og for beregning af arealer, der er fastlagt af
grafer. | dette kapitel vil vi i forste omgang fortseette af det spor og inddrage nye
regneregler, samt leere at beregne rumfang af omréder afgreenset af grafer. Men
vi opdager ogsa, at nar integralbegrebet er knyttet til eksistensen af
stamfunktioner, sa steder vi hurtigt mod en mur. Vi kan differentiere "hvad som
helst", men vi kan ikke bestemme stamfunktioner i ret mange tilfeelde. Derfor
udvider vi integralbegrebet ved at knytte det til summer. Det giver helt nye
anvendelsesmuligheder, som vi demonstrerer igennem kapitlet.

Men allerfarst illustrerer vi denne mur ved en forteelling om Cantors
djeevletrappe og andre meerkelige funktioner, der udfordrede integralbegrebet,
og om hvordan matematikerne endeligt overvandt muren.



1. Uendelige processer og integraler

Her kan du laese mere om:

1.1 Den tidlige integralregning

1.2 P& spadsertur i funktionernes zoologiske have og

1.3 Det moderne integralbegreb


/17417
/17418
/17464

1.1 Den tidlige integralregning

Den tidlige integralregning handlede iseer om integralregning som det modsatte
af differentialregning og om den deraf flittige brug af stamfunktioner til
udregning af integraler. Dette er behandlet i B-bogens kapitel 5. Det var specielt
potensreglen

andX=%'Xn+1
n

der kom i fokus fra starten af integralregningen. Reglen kan bruges il
integration af polynomier, men som vi fortalte i indledningen til kapitel 2, viste
Newton, at den ogsa kunne udstraekkes til potensraekker (dvs. polynomier af
uendelig hgj grad), og ikke mindst i Newtons haender blev den en formidabel
slagkraftig maskine til lasning af alle mulige problemer, man tidligere havde
mattet give op over for.

"In the eighteenth century and since, Newton came
to be thought of as the first and greatest of the
modern age of scientists, a rationalist, one who
taught us to think on the lines of cold and
untinctured reason.

I do not see him in this light. ... He was the last of
the magicians, the last of the Babylonians and
Sumerians, the last great mind which looked out on
the visible and intellectual world with the same
eyes as those who began to build our intellectual
inheritance rather less than 10.000 years ago."
John Maynard Keynes, Posthum mindeforelaesning
om Newton, 1946.

Newton gennemfarte sin analyse af potensraekker i arene fra 1665-1667, hvor
han var tvunget til at forlade Cambridge Universitetet pa grund af udbrud af en
pestepidemi og tage hjem pa landet. Her vil vi blot se pa et enkelt karakteristisk
eksempel fra denne tidlige integralregning — udledning af en ny formel for den
naturlige logaritmefunktion.

Som udgangspunkt bruger Newton falgende formel, som vi har undersggt i
kapitel 2, gvelse 2.1 (se evt. dér for et argument for formlen):

1 =1—x+2=x+ .. hvor x| <1

1+x
Newton integrerede reekken led for led og fandt derved formlen:

1

|n(1+x)=f1+ #

X"+ ..., hvor [x| < 1

dx=x— 1
X 4

=

Bemeerk, at konstanten fra det ubestemte integral stemmer, da In(1) = 0.

a) Gor rede for detaljerne i det ovenstaende argument.
b) lllustrer potensreekken med grafer, hvor du successivt medtager flere og

flere led, dvs. f,(x) = x, f,(x) = x — %-xz, falx) = x — %-x2+ % X3

osV.
Fokuser pd omradet -1 = x <1, 2 < y < 2. Hvad sker der fx i x=1? Hvad
skerderix=—-1?

Man kan selvfglgelig godt veere bekymret for, om man virkelig ma det — altsa
integrere en uendelig raekke led for led. Men pa Newtons tid var man henvist til
at tro pd, at det gik godt. Som han selv udtrykte det:

Qg ligegyldigt hvilke teknikker, der er til radighed i den gamle analyse for at
hand- tere ligninger med et endeligt antal led (forudsat at beregningen kan
gennemfores), sa kan de samme teknikker udstraekkes til ligninger med et
uendeligt antal led. Sa jeg har ingen kvaler med tilsvarende at kalde det for
analyse. For argumenterne er ikke mere usikre i den ene form for analyse
frem for den anden, og ligningerne er ikke mindre preecise, om end vi
dodelige, hvis taenkeevne er indelukket i sneevre band, hverken kan give
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udtryk for eller pa én gang opfatte alle ligningens led for at finde de storrelser
vi onsker. Konklusion: Vi kan med rette regne dette for at tilhare den
analytiske kunst, ved hvis hjeelp arealer og leengder af kurver kan fastlaegges
eksakt og geometrisk.

(Newton 1669. Originalen findes ved at klikke pa dette link).

QOvelse 3.2

Senere kastede Newton sig over de trigonometriske funktioner og fandt
herved tilsvarende, men knap sa effektive raekkeudviklinger for TT. Og selv
om det egentlig ikke havde nogen praktisk betydning, kunne han bare ikke
lade veere med beregne Tl med 15 decimaler — nar han nu rent faktisk
kunne: "I am ashamed to tell you to how many figures | carried these
computations, having no other business at the time..."

Pa hjemmesiden [materiale under udarbejdelse] kan du finde et projekt om
Newtons udregning af Tt med stotte i integralregningen.

Vi undersggte i den indledende historie i kapitel 2 spargsmalet, om alle
funktioner kan skrives som polynomier, evt af uendelig grad (potensraekker).
Svaret var: Nej! Funktionernes verden er starre. | neeste afsnit dykker vi dybere
ned i funktionernes maerkelige og fascinerende verden.
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1.2 P& spadsertur i funktionernes zoologiske have

| kapitel 1 og 2 har vi set naermere pa begreberne kontinuitet og
differentiabilitet. Her falger vi op med en nsermere undersggelse af begrebet
integrabilitet. For en positiv, kontinuert funktion f geelder, at en arealfunktion er
en stamfunktion til £. Denne sammenhaeng mellem areal og stamfunktion vil vi
gerne generalisere, sa flere funktioner end de kontinuerte kan integreres. For
bedre at forsta det nye integralbegreb vil vi farst se naermere pa nogle
eksempler pa funktioner, der kraever en anden tilgang end de elementzere
funktioner.

Eksempel: Cantors djeevletrappe y
Som det forste eksempel besgger vi Cantors I

djeeviletrappe h(x), der udspringer af Cantors 1
arbejde med maengdelaeren i 1883 og er en del af

den matematiske folklore. Grafen fremkommer ved,

at vi deler enhedsintervallet i tre lige store dele og : "
tildeler den midterste del, dvs. det lukkede interval i -
1; g] det vandrette linjestykke i hgjden 1. 1 ._;
g9 2 = .
Derefter deler vi savel den farste tredjedel som den : ..
sidste tredjedel i tre lige store dele. | den forste .
4

tredeling tildeler vi det midterste stykke, dvs. det

lukkede interval [% g] det vandrette linjestykke i

hajden % | den anden tredeling tildeler vi det

midterste stykke, dvs. det lukkede interval [g g Forstudie til djzevietrappen.

det vandrette linjestykke i hgjden %

Séledes fortsaetter vi, idet vi hele tiden tredeler de tiloversblevne stykker pa
grundlinjen og tvedeler hgjderne.

Resultatet er en trappe med uendeligt mange vandrette trappe trin, der

tilsammen har leengden 1. Det farste trappetrin har nemlig lazengden % De to

nzeste trappetrin har tilsammen leengden g De fire naeste trappetrin har

tilsammen leengden 4 osv. Den samlede leengde af trappetrinene er derfor

2
1,24, =1 (1+2+(2)+ )=1 1 \=1.1_1.53_4
3 9 27 8 8 & 1-2 31 3

3 3
hvor vi har anvendt formlen fra side 113 med x = —% :

T oo x+ 82—+ ..
14+ x

Vi daekker derfor i en vis forstand hele enhedsintervallet med vores
vandrette trappetrin, der stille og roligt lafter sig fra 0 til 1, idet de
gennemlgber alle hgjder, der kan skrives som en brgk, hvor
neevneren er en potens af 2, dvs. at hgjderne ogsa ligger teet i det

lodrette enhedsinterval.

Den feerdige djeevletrappe.

Men overraskende nok er vi slet ikke faerdige med at konstruere
grafen for djaevletrappen — der findes nemlig uendeligt mange tal,
som ikke tildeles plads pa trappetrinene.

Det er fx tilfeeldet med tallet x = ‘1‘ , idet der geelder

1 < 1. Tallet ligger til venstre for det forste
4 3 trappetrin,

som vi konstruerede
15 2. Talletligger til hajre for det neeste
4 9 trappetrin,

som vi konstruerede
% = 2_77: Tallet ligger til venstre for det neeste

trappetrin osv.

Og sadan fortseetter tallet x = % med hver anden

gang at ligge til hajre for og hver anden gang til
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venstre for de trappetrin, som vi konstruerer. ¥
Hajderne i de tilharende trappetrin kommer da til at
danne en intervalruse, der viser sig at lukke

sammen om % hvorfor hgjden af djeevletrappen i 1
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Nar man pa denne made lukker hullerne ved at tilfgje de manglende punkter til
grafen fremkommer den fulde sammenheaengende djeevletrappe, der vokser
kontinuert fra 0 til 1, men som undervejs nsesten overalt er konstant, idet vi
"med sandsynlighed 1" befinder os pa et vandret trappetrin, da de tilsammen
har leengde 1.

Vi kan nu sperge efter integralet fowh(x)dx. Vikan ¥
enten appellere til symmetri (grafen er symmetrisk

1
omkring ( % ) ), eller vi kan summere alle 8 -

rektanglerne under trappetrinene.

"

Arealet under det farste trappetrin er 1

A
3 2
Arealerne under de to naeste trappetrin er
1,1+1,3_1,4 1

1
5"
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Bidragene fra trappetrinene bliver altsa hele tiden to

tredjedele gange mindre. Det samlede areal bliver
derfor: Arealet under djzevietrappen beregnes.

o=

2
%+%+%+...=%-(1+2+(3) +...)=%-%=%-

Wi
wl=]=
=

hvor vi igen udnytter, at vi kender den geometriske reekkes sum.

Pa hiemmesiden [materiale under udarbejdelse] kan du finde et projekt, hvor vi
dykker ned i detaljerne omkring djeevletrappen, og hvor vi bl.a. udnytter
tretalssystemet til at vise, hvilke punkter, der ligger pa et trappetrin, og hvilke
der forbinder trappetrinene.

Faselasning: Nér et system
kombinerer to svingninger med
forskellige frekvenser, her
symboliseret ved den
gyngende pige, der treekkes af
manden i Nicolas Lancet's
beramte maleri: Gyngen, fra
1735, vil det kunne stabilisere
sig ved simple rationale
frekvensforhold.

Nar man ser et sadant eksempel pa en funktion, tzenker man maske, at nu er
matematikken altsa for langt ude, og at den slags meerkelige funktioner i hvert
fald ikke optreeder i den "virkelige verden". Intet kunne veere mere forkert.
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Djeevletrappen er et veerkioj, den moderne fysik anvender til at beskrive nogle af
de maerkelige faenomener og tilstande nede i kvanteverden. | 1986 publicerede
den danske fysiker Per Bak en oversigtsartikel i Physics Today om hvorledes
elektronernes spin afhaenger af et ydre magnetfelt (se illustrationen). Denne
sammenheaeng trak Per Bak frem i artiklens titel, der netop var The Devils
Staircase.

Nobelprisen i fysik blev i 1998 givet for et besleegtet studium af den sakaldte
kvantemekaniske Hall-effekt. Hall-effekten har veeret kendt i godt 100 ar og gar i
korthed ud pa, at patrykkes en elektrisk stram et ydre magnetfelt, vil effekten
veere, at der opstar et elektrisk felt vinkelret pa stremmen. Effekten er en paen

kontinuert og differentiabel funktion af magnetfeltets styrke. Nede i atomernes
verden er Hall-effekten ogsa en funktion af magnetfeltets styrke, men
variabelsammenhzaengen synes her at falge en djeevletrappe! Den "virkelige
verden" er virkelig maerkelig.

Den visionzere og rapkaeftede danske fysiker Per Bak, der dede Djaevietrappe fra Per Baks oversigtsartikel om djaevietrapper i
kun 54 ar gammel i 2002. Per Bak arbejdede pa at forsta de Physics Today 1986. | et et-dimensionalt gitter kan
aendringer i Universet, der forer til opbygningen af stadigt mere  elektronerne enten have spin op eller spin ned. Grafen viser
komplekse strukturer. Du kan lzese hans nekrolog i New York den teoretiske brokdel af elektronspin, der peger opad, som
Times her. funktion af et ydre magnetfelt.

@velse 3.3 Thomaes funktion
Integralbegrebet kan ogsa anvendes pa ¥
diskontinuerte funktioner. Som et eksempel vil vi
se pa Thomaes funktion fra 1875:

|—=
=
>

1 hvis xerenuforkorteligbrok 2 . . .
ax) =\ g q O

0hvis xer rational

Thomaes funktion
| kapitel 1 sa vi, at den var kontinuert i alle de irrationale tal, men diskontinuert i alle de rationale tal.

Ligegyldigt, hvor lille et delinterval vi ser pa, er der derfor bade uendeligt mange punkter, hvor den er
kontinuert, og uendeligt mange punkter, hvor den er diskontinuert. Altsa vil grafen veere fuldsteendigt
usammenhzengende i ethvert delinterval!

Alligevel viser det sig, at Thomaes funktion er integrabel. | et projekt pa hjemmesiden [materiale under
udarbejdelse] undersgger vi denne funktion nzermere og fortaeller om, hvor man "meder" funktionen.
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1.3 Det moderne integralbegreb

Vi gnsker at generalisere integralbegrebet, sa arealet under grafen for en
positiv, men ikke ngdvendigvis kontinuert funktion kan udregnes som integralet
af funktionen. Vi haber samtidigt pa, at vi kan bevare den egenskab, at
integration og differentiation er modsatte regningsarter. Bernhard Riemann
(1826-1866) foreslog i 1854 at tage udgangspunkt i en aekvidistant inddeling af
intervallet [0,1] pa x-aksen. Til en s&dan inddeling kunne han knytte indre og
ydre rektangler. Derved kunne han approksimere det sggte areal med endelige
summer af arealer af rektangler. Riemanns metoder, som vi studerer naermere i
afsnit 5, gav integralregningen et staerkt matematisk grundlag, som ikke havde
eksisteret for. Men det stod dog snart klart, at det ikke var lykkedes Riemann at
svare pa, hvordan man handterer alle de nye arter i funktionernes zoologiske
have.

Eksempel: Dirichlets funktion som en greensefunktion for svingninger.

¥
fix) = cos(z-x)° fylx) = cos(f-n-xf ¥

1y aol¥) = c08(6- 11"

o
=
o=
| hs
o
ol
o w
-
o)
@ |ra
&\
o
o
-

Figur 1 Figur 2 Figur 3

Vi ser farst pa den kontinuerte funktion:
f(x) = cos(TT - x)?

i enhedsintervallet [0;1], se figur 1. Der gaelder her, at f(0) = f(1) = 1. Derefter
ser vi pa den skalerede funktion:

f(x) = F(k! - x) = cos(TT - k! - x)?

hvor k! er fakultetstallet k- (k—1)-...-2-1,fxer 31 =3-2-1. P& figur 2 ses
grafen for funktionen, nér k= 3: f;(x) = f(6 - x) = cos(Tl- 6 - x)?.Fork=4

geelder der, at f,(x) = (24 - x) = cos(TL - 24 - x)2, og den har funktionsveerdien

1i alle brakerne L 1 2 24 herunder alle rationale tal med nzevnerne

24’ 24’ 24’7 24
2, 3 og 4. Tilsvarende geelder der for k = 5, at
fs(x) = f(120 - x) = cos(TT - 120 - x)z, der har funktionsvaerdien 1 i alle
0 1 2 120

brokerne —, —, =, ..., , herunder alle rationale tal med naevnerne 2,
120 120 120 120
3,4 09 5 osv.
Hver gang k vokser, dukker der altsé nye spidser op, uden at de gamle
forsvinder!
Qvelse 3.4

Tegn graferne for fog f i intervallet 0 = x < 1, hvor k er defineret ved en
skyder, der kun kan antage heltallige positive veerdier, dvs. skridtlaengde 1.
Benyt skyderen til at kontrollere argumenterne for de naevnte veerdier af k.
Hvor mange gange optreeder funktionsveerdien 1 for f,?

Vi oplefter til sidst funktionen i n'te potens, dvs. vi ser pa funktionen:
fro nX) = 1£,00)" = (f(k! - x))" = cos(TL - k! - x)*"
Det aendrer ikke ved de funktionsveerdier, der er 1, dvs. at spidserne bevares,

men alle andre funktionsveerdier bliver stadigt mindre i takt med at potensen n
stiger. P& figur 3 ses grafen for 75 ,,(x).

Qvelse 3.5
Tegn grafen for f, iintervallet 0 < x < 1, hvor bade k og n er defineret ved
skydere, der kun kan antage heltallige positive veerdier, dvs. skridtleengde 1.
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Seet skyderen for k pa en fast veerdi, fx k =5, og benyt skyderen for ntil at
kontrollere ovenstaende argumenter. Hvad sker der, nar n bliver meget
stor? Hvad sker der, nar k bliver meget stor?

Lader vi nu potensen nga mod uendelig, river vi grafen fra hinanden. Spidserne
bliver i 1, men alle andre funktionsveerdier gar mod 0, dvs. resultatet er en
greensefunktion g,(x) = lim £, (x), som er 0 bortset fra i brakerne med

n— oo

naevneren k!. Der er kun endeligt n— o mange sadanne diskontinuiteter i
enhedsintervallet, s& de er nemme at omkranse med et endeligt antal rektangler
med vilkarligt sma grundlinjer, og arealet af omradet under graensefunktionen g,
er derfor 0. Udtrykt med et integral geelder der altsa:

o' g(x)dx=0

Men lader vi nu ogsa skalafaktoren k g& mod uendelig, far vi flere og flere
rationale tal med og i greensen far vi alle de rationale tal med. | de irrationale tal
er funktionsveer- dien hele tiden 0, men i ethvert rationalt tal vil funktionsveerdien
fra et vist trin af netop veere 1, s& greenseveerdien vil veere 1. Graensefunktionen
er derfor netop Dirichlets funktion, som er 0 i de rationale tal og 1 i de irrationale
tal:

1 hvis xer rational
h(x) =
0 hvis xer irrational

Men Dirichlets funktion er ikke Riemann-integrabel! Dette begreb, som vi
introducerer i afsnit 5, betyder, at vi kan leegge en figur af rektangler udenom et
omrade og tilsvarende helt inden i omradet, sadan at arealforskellen pa de to
figurer bliver vilkarlig lille. Men vi kan ikke med et endeligt antal rektangler
klemme arealet ned under 1. Hvis omvendt et rektangel skal ligge helt inde i
figuren afgreenset af grafen og x-aksen, tvinges hgjden til at veere 0. Vi har altsa
tabt integralet undervejs!

For at lose sadanne problemer foreslog Henri Lebesgue (1875-1941) omkring
1900 at man skulle handtere de uendelige summer pa en lidt anden méade. |
stedet for en inddeling af 1. aksen skulle man g& ud fra en inddeling af 2. aksen.
Han har selv beskrevet det i den fglgende analogi:

Lad os se pa en forretningsmand, som tjener penge lgbende i labet af en
forretningsdag. For at finde ud af hvor mange penge han har tjent i lebet af
dagen, skal han nu laegge indteegterne fra alle bilagene sammen, og det kan
han gaere pa to mader:

1. Hvis vi laver regnskab som foreslaet af Riemann, foretager vi en inddeling af
1. aksen, dvs. tiden, idet vi fx inddeler dagnet i timer. Vi sorterer derfor alle
bilagene efter klokkesleet og laegger farst bilagene sammen fra den forste
time, sa for den anden time osv. Til sidst laegger vi bidragene fra de enkelte
timer sam- men for at finde hele degnets indtaegt.

2. Laver vi derimod regnskab, som foreslaet af Lebesgue, foretager vi en
inddeling af 2. aksen, dvs. indtaegterne, der fx deles i klumper af 100 kr. Vi
sorterer altsa denne gang bilagene efter indteegtsstarrelsen og leegger farst
bilagene sammen for indteegter mellem 0 og 100 kr., derefter for indtaegter
mellem 100 kr. og 200 kr. osv. Til sidst laegger vi bidragene fra de enkelte
indteegtsgrupper sammen for at finde hele dognets indteegt.

| s& simpelt et eksempel far vi selvfglgelig det samme resultat. Men nar det
drejer sig om funktioner, er der en afgerende forskel: Hvis funktionen som vist
svinger vildt, kan der til et enkelt delinterval pa 2. aksen godt svare uendeligt
mange delintervaller pa 1. aksen. Lebesgue har alts& opnaet, at han kan
arbejde med uendeligt mange rektangler i stedet for kun endeligt mange. Han
kaster et meget finere net ud og fanger derfor integraler, der gar Riemanns
neese forbil



fx) = sin(g)" fix) = sin(F)"

Riemann-integral: Omskrevet polygon baseret pa inddeling af Lebesgue-integral: Overdaekning baseret pa inddeling af

intervallet [0;1] i 10 lige store dele. Grafen svinger uendeligt intervallet [0;1] pa 2. aksen i 10 lige store dele. Kun bidragene
mange gange og Riemanns metode fanger kun detaljer i den  fra et af delintervallerne er fremhzevet. Denne gang fanges
yderste svingning. detaljer fra alle svingningerne.

Qvelse 3.6

a) Gor rede for, at hvis du har en teellelig maengde af punkter i
enhedsintervallet, kan du overdeekke den med en teellelig meengde
intervaller, hvis samlede lzengde er vilkarlig lille.

(Hint: Halver intervallaengden for hvert nyt delinterval.)

b) Ger rede for, at Dirichlets funktion er Lebesgue-integrabel med integralet
0.

(Hint: Du behaver kun ét interval pa 2. aksen, nemlig [0;1].)

Udvider vi pa denne made integralbegrebet, far vi brug for at praecisere, hvor
stor en brakdel af hele intervallet [a;b] uendeligt mange delstykker pa x-aksen
svarer til. Her kan du leese et foredrag fra 1917 af den indflydelsesrige danske
matematiker Harald Bohr om, hvordan man kan tildele punktmaengder i et
interval [a;b] et sadant passende mal efter de to systemer, Riemanns system
baseret pa de endelige overdeekninger og Lebesgues system baseret pa de
tzellelige overdaekninger. Dermed var det endeligt lykkedes at udvide maengden
af funktioner, vi kan integrere.

Szetning 1: Lebesgues forste hovedsaetning -
Sammenhangen mellem uendelige processer

og integraler

Antag, der er givet en folge af integrable funktioner f (x), der har en
feelles ovre greense, og som konvergerer mod en graensefunktion f(x),
dvs. f (x) = f(x) nar n - o, sa vil greensefunktionen ogsa vaere
integrabel, og integralerne konvergerer mod graensefunktionens
integral, dvs.:

T2f(x)d x> [ f(x)dxnar n—> o

Bemaerkning: Som den felgende gvelse viser, er den fzelles ovre graense
afgerende!

Qvelse 3.7
Betragt talfolgen 1,

Il

11 1, l, ... Vi definerer nu en fglge af funktioner ved:
2438 2"

Grafen folger en ligebenet trekant med hojden 2" 2pa intervallet [ 1 0 %]

fn(X)= on+1

Ouden for intervallet

a) Skitser de forste tre grafer i falgen, og ger rede for, at alle graferne afgraenser et omrade, der har et
areal 1, dvs. IO‘ f (x)dx = 1. Du kan evt. opbygge graferne som en falge i et dynamisk
geometriprogram, hvor n defineres med en skyder, der kun kan antage heltallige veerdier, dvs. med
en skridtleengde pa 1.

b) Ger rede for, at funktionerne f (x) konvergerer mod nulfunktionen f(x) = 0, men at integralet ikke
folger med.
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Overraskende nok falger det naesten umiddelbart af Lebesgues forste
hovedsaetning, at den afledede funktion nu ogsa er kommet under kontrol.
Detaljerne kan du finde pa hjiemmesiden [materiale under udarbejdelse].

Saetning 2: Lebesgues anden hovedszetning -

Sammenhangen mellem differentiation og integration

Hvis funktionen fer differentiabel overalt i det lukkede interval [a;b]
med en begraenset differentialkvotient, dvs. der findes en positiv
konstant M, sa |f’(x)| = M, sa vil der geelde, at:

f’ er integrabel og [,°f'(x)d x= f(b) — f(a)

Efter mere end 200 ar lykkedes det altsa endeligt at give integralregningen fast
grund under fodderne og samtidigt at lukke hullet mellem differentiation og
integration som hinandens omvendte regningsarter. P4 mange mader kan
Lebegues teori om integration derfor opfattes som kulminationen pa den
klassiske analyse.



2. Integration som den omvendte proces af differentiation

| B-bogens kapitel 5 beviste vi, at enhver ikke-negativ og kontinuert funktion
f(x), defineret i et interval [a;b], har en stamfunktion. Vi gjorde det ved at
konstruere en bestemt stamfunktion, nemlig arealfunktionen A(x), der angiver
arealet under grafen i omradet fra a til tallet x. Senere indfarte vi
integralsymbolet og kunne dermed skrive A(x) pa formen:

Alx) = [ f(x)dx
Vi viste altsa, at i sddanne tilfeelde er A’(x) = f(x).
Senere viste vi, at hvis F (x) er en vilkarlig anden stamfunktion, sa er forskellen
pa F og A blot en konstant:

F(x) =A(x) + k

| B-bogen viste vi saetningen i tilfeeldet f er monoton. Her i A-bogens kapitel om
integralregning beviser vi i afsnit 5 saetningen i den generelle version.

Szetning 3: Analysens hovedszetning

Enhver kontinuert funktion f defineret pa et lukket interval [a;b]er
integrabel. Hvis funktionen er kontinuert i det lukkede interval [a;b], sa
er integralfunktionen:

F(x)) = [,° f(x) d x er en stamfunktion til F’(x,) = f(x,). Desuden
geelder der, at: [,° f(x) dx= F(b) — F(a).

Bemaerkning: En kontinuert funktion defineret pa et lukket interval har et
minimum, sa vi kan altid forskyde grafen for en kontinuert funktion, sa den ligger
i det positive omrade. Derved kan vi se, at integralet giver god mening for alle
kontinuerte funktioner. Vi vender i afsnit 5 tilbage til definitionen pa, hvad det vil
sige at veere integrabel.

Den sidste del af saetningen siger, at vi kan beregne integraler, specielt arealer,
hvis vi kan gaette en stamfunktion. Men her ligger ogsé akilleshaelen i
integralregningen. Selvom funktionen f (x) kan udtrykkes alene ved hjeelp af de
simple funktioner, er det langt fra sikkert, at det samme geelder stamfunktionen,
og selv hvis det er tilfaeldet, er algoritmerne til at finde stamfunktionerne ofte
yderst komplicerede at handtere. Det forteeller vi nzermere om i det felgende.

Men vi kan ogsé vende problemstillingen om og se pa forste del af seetningen:
Hvis f er en kontinuert funktion defineret pa et lukket interval [a; b], sa er f
integrabel. Vi kan derfor definere en integralfunktion, som ifelge ssetning 3 er en
stamfunktion til f:

F(xy) = fax" f(x) dx hvor x, € [a; b].

Gennem matematikhistorien er mange funktioner opstaet saledes.



2.1 Den naturlige logaritmefunktion In - definition og egenskaber

Hovedsaetningen fortaeller os, hvordan vi kan konstruere en stamfunktion i de
tilfaelde, hvor vi ikke kan geette den. | de tilfeelde, hvor stamfunktionen slet ikke
kan udtrykkes ved simple funktioner, kan den altsa i stedet konstrueres med et
integral og dermed indfares som en ny funktion — der herefter kan tabelleegges,
graftegnes osv. Sadan er det ogsa gaet historisk. Fra en lidt usikker start er
bade logaritmefunktioner og trigonometriske funktioner endt med at blive indfert
som stamfunktioner, dvs. via integraler.

Det er nemmest at forsta med logaritmefunktionen, hvor man tidligt fandt ud af,
at den naturlige logaritmefunktion matte veere en stamfunktion til

hyperbelfunktionen y = % og at den naturlige logaritme derfor havde en simpel
fortolkning som et areal under den ligesidede hyperbel. | den moderne analyse
defineres den naturlige logaritme saledes som den stamfunktion til y = )1( der

har veerdien 0 for x = 1:
In(a) = [? )1(dxforx>0

Her er der adgang til en tekst af den betydningsfulde danske matematiker
Harald Bohr, der forteeller mere om historien bag logaritme- og
eksponentialfunktionen, samt til projekter om de trigonometriske funktioner
defineret ud fra integraler.

Qvelse 3.8

Funktionen y = 1 er kontinuert og dermed integrabel over intervallet fra 1 til
X

a, nar aer positiv.

| de folgende spargsmal defineres den naturlige logaritme derfor som

integralfunktionen:

In(a)= [, ldx
X

Vi vil nu udlede logaritmefunktionens egenskaber, som vi preesenterede i C-
bogens kapitel 6, ud fra denne definition.
a) Gor rede for, at /n(1) =0

b) Gar rede for, at /n(a- b) = In(a) + I n(b) for alle positive tal aog b.
(Hint: Udnyt In(a- b) = J‘1a'bj—(dx= f1a%dx+ fa‘"'b)l(dx og anvend

at hvis F (x) er en stamfunktion til l, saerogsa G(x) = F(ax) en
X

stamfunktion. Vis derved, at [,*"® )1(dx = [j° %dx). | afsnit 3.1 laerer

vi en generel teknik (substitution), der kan hjeelpe med sadan en
omskrivning.)

G or rede for, at In( ) = In(a) — I n(b) for alle positive tal aog b.

g
b

(Hint: Udnyt, at a= = - b).

gl
b

d) Anvend b) og c) til at vise: /n(a") = n-In(a), In(a™) =-n-In(a) og
In(a) = % - In(a).

e) Gor rede for, at In(x) er en voksende funktion.

f)  Ger rede for, at /n(x) - cofor x = cog at / n(x) » —cofor x = 0
(Hint: Udnyt d) og €) )

g) Gor rede for, at der for ethvert positivt tal a og ethvert tal x findes praecis
en lgsning
y til ligningen: /n(y) = x - I n(a).

Definition: Eksponentialfunktionerne y = a* og y = €*

Vi definerer eksponentialfunktionen y = a* som lgsningen til ligningen:

In(y) = x- In(a).
Der geelder saledes pr. definition, at /n(a*) = x- I n(a).
Vi definerer den naturlige eksponentialfunktion y = e* som lgsningen til
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ligningen: I n(y) = x.
Der gaelder saledes pr. definition, at /n(e*) = xog €™ = y.

Specielt er tallet e lgsning til ligningen /n(y) =1

QA
’\OQ N Y
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3. Metoder og algoritmer til integration

Differentiation er en succeshistorie. Pa den ene side har man regler for
differentiation af de simple funktioner, dvs. potensfunktioner,
eksponentialfunktioner, logaritmefunktioner, trigonometriske funktioner og de
omvendte trigonometriske funktioner. Pa den anden side har man regler for
differentiation af kombinationer af funktioner, sasom summer, differenser,
produkter, braker, potenser og redder, ligesom der er seerlige regler for
differentiation af sammensatte funktioner og omvendte funktioner. Ved hjeelp af
disse regler kan man differentiere et hvilken som helst udtryk opbygget af
simple funktioner. Og kan man ikke selv gere det i handen, kan man fa et
veerktojsprogram til at udfere differentiationen. Differentiation er en simpel
algoritmisk proces, hvor man ved at anvende et endeligt antal regler i et endeligt
antal trin kan na frem til malet.

Med integration forholder det sig helt anderledes. Fra starten stod det klart, at
integration ikke var en simpel algoritmisk proces. Der var ingen problemer med
summer, differenser, produkter med kontanter og sammensaetning med linesere
funktioner, dvs. lineger substitutioner. Men sa var festen stort set ogsa slut. Fx
findes der ikke generelle metoder til at integrere sammensatte udtryk pa
formen:

[NF(x)dx

Som vi skal se dukker sadanne integraler naturligt op, hvis man fx vil udregne
bueleengder — men ogsa i mange andre sammenhaenge. Hvis man fx vil
udregne cirkelarealer dukker dette integral op:

[o°NT=2dx

Arealet kan bestemmes ved en simpel figurbetragtning, hvor punktmaengden
splittes i en retvinklet trekant og et cirkeludsnit t. Arealet af trekanten er

% "Xo* \/1 — x,°- Arealet af enhedscirklen er Tl, sa arealet af cirkeludsnittet er

# T = %’ hvilket er lig med % - sin”"(x,), fordi sin(v) = x,. Dermed er det

sggte areal altsa givet ved:
oot = dx = % X NT= 2 + % - sin™"(x,)

Det kan vaere sveert umiddelbart at se et manster,
men i hvert fald dukkede der en omvendt
sinusfunktion op. Ovenstaende formel er derfor et
muligt udgangspunkt for at studere den omvendte
sinus naermere, jfr. projekterne pa hjemmesiden
[materiale under udarbejdelse] om bl.a. Newtons
reekkeudvikling af trigonometriske funktioner.

v = 8in(x,)

Qvelse 3.9

Undersgg dit veerktajsprograms svar pa felgende stamfunktioner:
AT xdx b)[ Verd x ¢)J In(x)dx

d)J Vsin(x)dx e)J Vtan(x)d x

Som ovenstaende gvelse viser, findes der ingen simpel regel for integration af
de specielle udtryk pa formen

JNf(x)dx
Der er derfor ingen generel regel for integration af sammensatte funktioner!

Siden 1980'erne har man kendt de preecise, men yderst komplicerede
algoritmer, der afger, om en given funktion, opbygget af simple funktioner
inklusive kvadratradder, har en stamfunktion, der ogsa kan opbygges af simple
funktioner — og i givet fald, hvordan denne stamfunktion skal opbygges. Man
har forsggt at implementere disse algoritmer i diverse veerktajsprogrammer.
Men integration forbliver en delikat proces, og det er med varierende succes,
det lykkes veerktajsprogrammerne at integrere komplicerede udtryk — ikke
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mindst hvis de indeholder kvadratrgdder.

Vi vil i det felgende se pa hvad vi kan gere i et enkelt vigtigt tilfeelde, nemlig
integration af produkter.

Da integration er det omvendte af differentiation, kigger vi farst pa
differentiationsregnereglerne for at se, om der er nogen af dem, der giver
anledning til produkter. Der er umiddelbart to regler, man kan hzefte sig ved:

Reglen for differentiation af en sammensat funktion:

f(g(x)) = '(g(x)) - g (x)

Reglen for differentiation af et produkt:
(F(x) - g(x)) = f'(x) - g(x) + f(x) - g (x)

Den farste er i en vis forstand den simpleste, da den netop giver anledning til et
enkelt produkt. Den anden giver derimod anledning til to produkter, hvilket gor
det lidt mere tricket at fa afsluttet integrationen.



3.1 Integration af et produkt I: Integration ved substitution

Vi gnsker at se pa et integral pa formen [ f(x) - g(x)d x. Det involverer
stamfunktionerne F og G. Vi skriver nu reglen for differentiation af en
sammensat funktion pa formen

(F(GX)) = F'(G(x)-G(x)

f(G((x)) - g(x)

Ved integration far vi derfor:

J1(G(x) - g(x)dx = [ (F(G(x)))dx = F(G(x)) + k

Vi har altsa vist den falgende regel:

Saetning 4: Integration ved substitution

Hvis fog g er kontinuerte funktioner med stamfunktionerne F og G
geelder der:

T 1(G(x)) - g(x)d x = F(G(x)) + k

Navnet for processen skyldes en snedig omskrivning, forst fundet af Leibniz.
For at integrere et produkt af formen [ f(G(x)) - g(x) * d x udnytter vi, at der ved
en rent formel omskrivning med differentialer geelder:

u=Glx) = %{’ =G(x) =g(x) = du=g(x) - dx
Substituerer vi med savel variablen u som differentialet du, far vi derfor:

Jf(G(x) - gx)dx=[f(u) du

Ved at substituere en mellemvariabel u= G(x) lgser integralet derfor sig selv:

[f(G(x))-gx)dx = [f(u)du Substituer G(x) = usamt g(x) - dx=du
= F(u)+k Udfer integrationen
= F(G(x)+k Substituer u = G(x) tilbage

Det er pa denne form integration ved substitution udfgres i praksis. Men
hjemlen til at foretage disse manipulationer med differentialerne ligger altsa i
den ovenstaende sezetning. Dette er et typisk treek ved integration: For rent
faktisk at kunne udfere handveerket, dvs. genkende et manster i integralet,
stgtter man sig til rent formelle regler med regning med differentialer, som om
differentialerne var almindelige tal, som man kan gange og dividere med. Det
kan virke som snyd eller som en primitiv made at handtere integrationen pa —
men den virker, fordi symbolerne netop er designet til at hjeelpe med de
mekaniske omskrivninger, der kan lgse integralerne nemmest muligt.
Integration er en yderst delikat affeere, sa alle kneb geelder!

Eksempel: Integration ved substitution — ubestemt integral

Vi vil udregne det ubestemte integral [ x - e dx.

Vi bemeerker, at stamfunktionen til den ene faktor x, dvs. % - X%, er naert
beslaegtet med den indre funktion i den anden faktor, idet en konstant faktor,

her % nemt kan repareres. Det er tegnet pa, at vi kan fa integralet til at ga op.

Vi substituerer derfor u = x*, og dermed er %’ =2x,dvs. du=2x"-dx.

X
[x-e®dx = [e® xdx Byt rundt pa faktorerne
= % -[e*.2xdx Gang med 2 og divider med 2 (saet %

udenfor) for at fa 2x

= 1. revqu Substituer x* = usamt 2x - dx = du



Udfer integrationen

ek Substituer tilbage med u = x?

Det ubestemte integral er altsa givet ved [ x - e dx= e + k.

1.
2

Qvelse 3.10
Kontroller integrationen
fx- e dx= —%-e”‘2+ k
ved hjeelp af integrationspreven, dvs. vis ved differentiation af

stamfunktionen —% 3 e’xz, at vi netop finder integranden x - e

Praxis: Integration ved substitution — det ubestemte integral

Antag, vi skal integrere et produkt af formen [ f(G(x)) - g(x)d x, hvor den ene faktor f(G(x)) er
en sammensat funktion, og hvor det geelder, at den indre funktion er stamfunktion til den anden
faktor g(x), dvs. G'(x) = g(x). Sa foregar integrationen ved felgende procedure:

1. Substituer G(x) 2 u: Udskift G(x) = u, hvor G(x) er en stamfunktion til g(x).

2. Substituer g(x)d x2 d u: Udskift g(x) - d x med differentialet du

3. Beregn integralet: [ f(u)du

4. Substituer tilbage: Udskift u = G(x)

Bemaeerk, at det kan vaere nodvendigt at omskrive integranden ved at gange og dividere med den
samme konstant (som vist i eksemplet ovenfor) for at na frem til et produkt, der opfylder
betingelsen.

Eksempel: Ubestemt stamfunktion til tangens

Vi vil finde stamfunktionen til tan (x), dvs. udregne det ubestemte integral
[tan(x) d x. Tangens er defineret som sinus divideret med cosinus. Vi kan
derfor bruge samme teknik som for:

tan(x) = SN — 1 gin)
cos(x) cos(x)

Nu har vi et produkt, hvor den ene faktor er en sammensat funktion, hvis indre
funktion cos(x) indgar i stamfunktionen til den anden faktor sin(x). Det er tegnet
pa, at vi kan fa integralet til at ga op:

Jtan(x)d x = Sin—(x)dx Omskriv tan(x) til sin(x)
cos(x) cos(x)
= [——"sin(x)dx Omskriv brgken til et produkt
cos(x)
= —f 1. (=sin(x)) dx Gang med -1 og szt -1 udenfor for at f& -sin( x)
cos(x)
= —1lgu Substituer cos(x) = usamt —sin(x) - dx = du
u
= —In(Ju]) + k Udfor integrationen
= —In(|cos(x)|) + k Substitutioner tilbage u = cos(x)

Stamfunktionen til tan(x) er altsa —In(|cos(x)[).

Bemeerk: Vi har anvendt numerisk tegn om variablen u, da %I er defineret bade

for positive og negative veerdier af u, mens In kun er defineret for positive
veerdier.

Qvelse 3.11
Bestem integralet
[ 2x- (% +1)%dx

(Stx A, juni 2010: Eksamensopgave uden hjzelpemidler)




Nar man udregner et bestemt integral ved hjeelp af substitution, opstar der et
mindre notationsteknisk problem. Vi angiver normalt ikke, hvilken variabel
graenserne refererer til.

| integralet jabf(x)dx er det underforstaet, at der er tale om x-veerdier, idet den
uafhaengige variabel x fremgar af differentialet. Men nar vi substituerer, skifter vi
variabel undervejs. Vi kan da benytte to forskellige strategier: Enten kan vi
udregne stamfunktionen separat som vist ovenfor. Eller ogsa kan vi udskifte x-
greenserne med u-greenser undervejs. Gar vi det, er det ikke nedvendigt at
substituere tilbage til sidst. | det tilfaelde skal vi jo ikke finde forskriften for en
stamfunktion, men alene et tal, og slutresultatet haenger derfor ikke pa et
bestemt valg af den uafhaengige variabel. Den ovenstaende formelle udregning
ser da saledes ud for det bestemte integral:

[ = 25PHG) - g)dx= [, gn"= @ f(u)d u Substituer [ G(x) = u, g(x) - dx = du, og skift
greenser
[F(u)lgy®®  Udfer integrationen
F(G(b)) — F(G(a)) Indseet greenserne og udregn integralet

Eksempel: Integration ved substitution — bestemt integral
Vi vil udregne det bestemte integral

X 1

1+4° 1+

Forst omskrives broken til et produkt: ° 5%

Derefter bemaerker vi, at stamfunktionen til den ene faktor x, dvs. % . x2, netop

indgar som indre funktion i den anden faktor — eneste forskel er en konstant,

men det er der rad for! Vi substituerer derfor u= 1 + x2, og dermed er %{' =2X;

dvs. du=2x-dx.
Vi skifter fra x-graenser til u-greenser: u=1 + 0%=1 ogu=1+ 22 =15,
Vi far da:

[ood ™22 _dx= [,_;2 1 . xdx  Omskriv broken til et produkt

1+ x2 1+ x2
= % c fx=0’(=21 -:x2 -2x dx Gang med 2 og seet % udenfor for at fa 2x
= 1. I, =5 L Substituer 1 + x2 = u, 2x - d x = d u, og skift greenser
2 Ju=ty
= 1 tn(w,_ 4=3 Udfar integrationen
5 =
= 1. (In(5) = In(1)) Indseet greenserne
2
= 1. In(5) Udnyt, at In(1)=0
2

Det bestemte integral er altsa givet ved

2 X _ 1.
fo de— 5 In(5)

Praxis: Integration ved substitution — det bestemte integral

Antag, vi skal integrere et produkt af formen [, _ a"= bf(G(x))  g(x)d x, hvor den ene faktor
f(G(x)) er en sammensat funktion, hvorom det gzelder, at den indre funktion er stamfunktion til
den anden faktor g(x), dvs. G'(x) = g(x). Sa foregar integrationen ved fglgende procedure:

1.Substituer G(x) 2 u: Szt G(x) = u, hvor G(x) er en stamfunktion til G(x)
2.Substituer g(x)dx2 du:  Udskift g(x) - d (x) med differentialet du

3.Substituer graenser: Erstat x=amed u= G(a) og x= b med u = G(b)

4.Beregn integralet: Ju-c"= P f(u)du

Bemaeerk, at det kan vaere nodvendigt at omskrive integranden ved at gange og dividere med den
samme konstant (som vist i eksemplet ovenfor) for at na frem til et produkt, der opfylder
betingelsen.




Gvelse 3.12
Bestem integralet
Jo'5xe’* ldx
(Stx A, maj 2009: Eksamensopgave uden hjzelpemidler)

Opgaver
P& hjemmesiden ligger der opgaver i tilknytning til afsnit 3.1.



3.2 Integration af et produkt Il: Delvis integration (supplerende stof)

Vi gnsker igen at se pa integralet af et produkt [ f(x) - g(x)d x. Det involverer
stamfunktionerne F og G. Vi skriver nu reglen for differentiation af et produkt pa
formen

(F(x) - g(x))=F"(x) - g(x) + F(x) - g (x)
=f(x) - g(x) + F(x) - g(x)

dvs.
f(x) - g(x) = (F(x)- g(x)) = F(x) - g(x)
Integrerer vi begge sider fas derfor:

JH(x) - gx)dx=] (F(x) - g(x))dx=] F(x) - g(x)dx
=F(x) - g(x)—[ F(x) - g(x)d x

Det er altsa lykkedes os at omforme opgaven med at integrere det oprindelige
produkt f (x) - g(x) til integration af et nyt produkt F(x) - g'(x), hvor vi har
integreret den ene faktor og differentieret den anden. Samtidigt har vi fundet en
del af den endelige stamfunktion, nemlig F (x) - g(x). Processen kaldes for
delvis integration, fordi det kun lykkedes at finde en del af den endelige
stamfunktion.

Saetning 5: Delvis integration

Antag, fog g er kontinuerte og differentiable funktioner med
stamfunktionerne F og G, samt afledede funktioner f" og g, og antag,

at g’ er kontinuert. Sa gzelder det:

Tf(x) - g(x)dx=F(x) g(x)-f F(x) - g(x)dx

En vigtig anvendelse af delvis integration findes indenfor emnet Taylor-reekker,
som vi har omtalt i den indledende forteelling.
Delvis integration kaldes ogsa for partiel integration.

Her kan du finde opgaver samt flere detaljer om, hvordan man anvender delvis
integration i savel udregning som omskrivning af integraler.
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4. Arealberegninger og rumfangsberegninger

4.1 Arealer udregnet med integraler
4.2 Rumfang af omdrejningslegemer - drejning om x-aksen
4.3 Rumfang af omdrejningslegemer - drejning om y-aksen (htx - supplerende stof for stx)


/hvadermatematikaibog/17427
/17428
/17429

4.1 Arealer udregnet med integraler

Vi giver i dette afsnit en oversigt over de resultater om beregning af arealer,
som vi udledte i B-bogens kapitel 5.

Saetning 6: Forbindelsen mellem areal og integral

Antag, at punktmaengden M afgraenses af x-aksen, grafen for en
kontinuert ikke-negativ funktion f og de to lodrette linjer x=a
og x=b.

Arealet A af punktmaengden M er da givet ved integralet:

A= [ H(x)dx

Seaetning 7: Areal mellem to grafer (lodret)

Antag, at to kontinuerte funktioner f og g, hvor f(x) = g(x)
sammen med de lodrette linjer x = a og x = b afgreenser et
omrade M. Arealet A af omradet M er da givet ved integralet:

A= [LHx)dx— [ g(x)dx=[,2(f(x) — g(x))d x

Seetning 8: Indskudssaetningen

Antag to kontinuerte positive funktioner f og g sammen med de
lodrette linjer x= a, x= c og x = b afgreenser et omrade M, hvor
f er definereti [a; cl og gi [c; b].

Arealet A af omradet M er da givet ved summen af de to
integraler:

A= [f(x)dx+ [ g(x)dx

Bemaerkning: Grafen kan ogsa opfattes som graf for én stykvis defineret
funktion.
Deraf navnet Indskudsseetningen.

Qvelse 3.13
(2) En funktion f er bestemt ved

3 f(x) = x*-6x +9.

Grafen for fog koordinatsystemets akser afgreenser i forste kvadrant
en punktmaengde M, der har et areal.

f a) Bestem arealet af M.
M b) Bestem en ligning for tangenten ¢t til grafen for fi punktet
»(1)  PORO).
Tangenten t deler punktmaengden M i to punktmaengder.
c) Bestem arealet af hver af disse.
(Stx A, december 2010)

Opgaver
P& hjemmesiden ligger der opgaver i tilknytning til afsnit 4.1.
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4.2 Rumfang af omdrejningslegemer - drejning om x-aksen

Antag, at punktmaengden M i et koordinatsystem kan indlaegges i kasse: a < x <
b, <y <d, e <z <f. Hvis tveersnittet af M har et areal A(x), der ydermere er en
kontinuert funktion af x, sa geelder felgende saetning:

Seetning 9: Rumfangsformlen

Hvis tvaersnitsarealet som funktion af dybden xi intervallet [a; b] er
givet ved en kontinuert funktion A(x), er rumfanget V givet ved
integralet af tvaersnitsarealet:

V = [PA(x)d x

Bemeerkning: Den generelle version af saetningen er behandlet i et projekt pa
hjemmesiden [materiale under udarbejdelse].

I almindelighed er vi mest interesserede i rumfanget af omdrejningslegemer,
hvor vi drejer en kurve 360° omkring x-aksen. Vi specialiserer derfor til dette i
det folgende. P& hjemmesiden [materiale under udarbejdelse] kan du finde
anvisninger pa, hvordan man drejer grafer i et graftegningsprogram.
Udgangspunktet er grafen for en kontinuert positiv funktion. Grafen afgreenser
sammen med x-aksen og to lodrette linjer x = aog x = b en punktmeengde M,
der har et areal (se figuren). Arealet A af denne punktmaengde M er altsa
integralet:

A=[Llydx=[Lf(x)dx

L y=An

N p = fln
‘_ g . *
- - x=b -
z -
Punktmaengden M. Punktmaengden M drejes Tveersnittet for omdrejningslegemet

omkring x-aksen. er en cirkel med radius f(x).
3D animation - Omdrejningslegeme (html)
3D animation - Omdrejningslegeme (ins)

Hvis vi nu drejer denne punktmaengde M omkring x-aksen, sa far vi det

omdrejningslegeme, som vi gnsker at finde rumfanget af. | dette tilfaelde er
tveersnittet en cirkel med radius f(x), hvorfor tveersnitsarealet er givet ved:

AX) =T A=TL f(x)?
Rumfanget af omdrejningslegemet er derfor ifglge seetning 9 givet ved

V =[AXdx= [T f(x)2dx =T, f(x)dx

Qvelse 3.14

En funktion f er givet ved

0]

180

F(x) = 19,\/—x2+ 1%05x+ 14400 < x <180

Grafen for f afgreenser sammen med

koordinatsystemets akser i forste kvadrant en

punktmaengde M.

Bemeerk, at 1. aksen er lodret pa figuren. =
Billedet viser en cigarformet bygning. | en model
har bygningen form som det omdrejningslegeme,
der fremkommer, nar M drejes 360° omkring 1.
aksen, og enhederne pa akserne er meter.

&

a) Bestem maksimum for f, og benyt dette til at bestemme bredden af bygningen, der hvor den er
bredest.
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t b) Benyt modellen til at bestemme bygningens volumen.

Saetning 10: Rumfanget af et omdrejningslegeme ved drejning

omkring x -aksen

Lad f veere en kontinuert positiv funktion, og lad grafen for f
sammen med x-aksen og de lodrette linjer x=aog x=b
afgreense punktmaengden M. Da er rumfanget af det
omdrejningslegeme, der fremkommer ved at dreje
punktmaengden M 360° grader omkring x-aksen givet ved
integralet:

V =T[,f(x)’dx

Bemaerkning: Det er faktisk ikke afgerende at funktionen er positiv. Hvis fer
negativ i et delinterval, vil grafen for |f (x)| veere positiv og ligge symmetrisk med
grafen for f(x) omkring x-aksen i dette delinterval. Rumfanget af
omdrejningslegemet er derfor givet ved samme integral

V=Tl f(x)Pdx =T [2f(x)’dx

Eksempel: Modellering af hule genstande

Nar vi skal modellere fx en vase eller en tande, kan vi dels fokusere pa det
indre af genstanden, dvs. hvor meget veeske kan genstanden indeholde, dels
pa selve genstanden, dvs. hvor meget materiale i form af glas eller trae der er
blevet brugt til at frembringe den. Det forste problem svarer til, at vi finder
rumfanget af et omdrejningslegeme frembragt ved, at vi drejer omradet
indesluttet mellem x-aksen og en enkelt graf omkring x-aksen, mens det sidste
problem svarer til, at vi finder rumfanget af et omdrejningslegeme frembragt
ved, at vi drejer omradet indesluttet mellem to grafer omkring x-aksen.

¥
S A
| y=fix}]
| |
| vegad |
I..__ I.
a | '
: | | % & o
| 7 =
'
= |
Omréade afgreenset af to grafer. Omradet drejes omkring x-aksen. Omdrejningslegemet.

3D animation - Omdrejningslegeme for omrade afgreenset af to grafer (html)
3D animation - Omdrejningslegeme for omrade afgreenset af to grafer (ins)

Det sidste problem kan fares tilbage til det forste, ved at vi bestemmer differensen mellem de to rumfang,
der fremkommer ved at dreje henholdsvis den ydre graf og den indre graf 360° omkring x-aksen. Kaldes
funktionen harende til den ydre graf for f og funktionen harende til den indre graf for g, geelder der:

4 4 Vingre = TU [P T 002 dx = TU- [ Pg0x)%dx = TU- [ 2 (x)? = g(x)?)d x

mel I emrum = ydre —

Vi har altsa vist:
Seetning 11: Rumfanget indesluttet mellem to omdrejningslegemer

Lad f og g veere to positive kontinuerte funktioner,
hvor f(x) = g(x). Lad graferne for f og g sammen
med de lodrette linjer x= a og x = b afgranse
omradet M. Da vil rumfanget af det
omdrejningslegeme, der fremkommer ved at dreje
M 360° omkring x — aksen veaere givet ved:

Vmellemrum = Vydre - Vindre
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1 gl X QX
3D animation - Omdrejningslegeme indesluttet af to grafer (html)

3D animation - Omdrejningslegeme indesluttet af to grafer (ins)

Eksempel: Indre rumfang og materiale rumfang af hul genstand
To funktioner f og g er givet ved

f(x) = sin(x) + %x + 409 g(x) =2x—2.

De to grafer afgraenser sammen med koordinatakserne og linjen med ligningen

x = 20 en punktmaengde M. Formen af en 20 cm hgj glasvase fremkommer 2
ved at punktmaengden M drejes 360° omkring x-aksen. Vi vil bestemme
rumfanget af vasens glasdel.

Losning:
Vi bemeerker farst, at den evre funktion f(x) er defineret pa hele intervallet
[0; 20], mens den nedre funktion g(x) kun er defineret pa intervallet [2; 20]. Vi
kunne dele omradet op i to dele ved hjeelp af skillelinjen x = 2, eller vi kunne
udvide funktionen g ved at szette den til 0 i intervallet [ 0; 2[. Men det nemmeste
er faktisk at udregne de to rumfang, det ydre rumfang og det indre rumfang hver
for sig! Vi finder da:

% Vingre = TU- [ 22 F(x)2d x — TU- [,2° g(x)%d x

mel lemrum — Vydre -
Udregnes integralerne i et veerktejsprogram far vi:

= %n - (1772 — cos(20) - (18 + sin(20))) = 1828,85

Rumfanget af glasdelen udger altsa 1828 cm 3,

Qvelse 3.15

12) To funktioner f og g er givet ved
[

f(x) = x°-4x+7
9(x) = = + 6x-1

Graferne for f og g afgreenser i forste kvadrant en punktmaengde M,
der har et areal.

(1)

1 4 \ a) Bestem arealet af M.
b) Bestem rumfanget af det omdrejningslegeme, der fremkommer,
nar M drejes 360° om koordinatsystemets farsteakse.

(STX matA, maj 2010)

Opgaver
P& hjemmesiden ligger der opgaver i tilknytning til afsnit 4.2.
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4.3 Rumfang af omdrejningslegemer - drejning om y-aksen (htx -
supplerende stof for stx)

Vi kan ogsa dreje en graf omkring y-aksen. Det er teknisk mere kompliceret, og
hvis man sagger pa rumfangsformler i dette tilfeelde, vil man kunne finde flere
forskellige varianter, der er mere eller mindre korrekt formulerede. Vi fokuserer
derfor pa et seerligt simpelt eksempel med en seerlig simpel formel, og
reserverer det generelle tilfelde til hiemmesiden [materiale under udarbejdelse].
Vi ser derfor pa grafen for en kontinuert aftagende funktion, hvis graf forbinder
punktet (0, d) pa y-aksen med punktet (b,0) pa x-aksen. Grafen afgraenser
sammen med koordinatakserne en punktmaengde M i farste kvadrant. Nar vi
drejer denne punktmaengde omkring y-aksen, fremkommer et
omdrejningslegeme, som vi gnsker at bestemme rumfanget af.

Saetning 12: Rumfanget af et omdrejningslegeme ved drejning om y -aksen

Lad f veere en kontinuert aftagende funktion i intervallet [0; b]
hvor f(b) = 0. Lad grafen for f og koordinatakserne afgraense
punktmzengden M i forste kvadrant. Da er rumfanget af det
omdrejningslegeme, der

fremkommer ved at punktmaengden M drejes 360° grader
omkring y-aksen givet ved integralet

V =21 [,°x- f(x)d x

Opgaver
Pa hjemmesiden ligger der opgaver i tilknytning til afsnit 4.3.
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5. Summer og integraler (supplerende stof)

Indtil nu har vi knyttet integralet sammen med stamfunktioner. Vi ansker nu at
uadvide integralbegrebet ved at knytte det sammen med summer. Det har dels
betydning for anvendelser, da integraler tit opstar som greensevzerdi for
passende summer, dels er det langt fra alle funktioner, der har en stamfunktion.
Og selv, hvor der findes en stamfunktion, er det ikke sikkert, at den kan
udtrykkes ved simple funktioner.



5.1 Undersummer, oversummer og middelsummer

Vi ser derfor nu pa en begreenset funktion f(x) defineret pa et lukket
interval [a; b]. At funktionen er begreenset betyder, at dens
veerdimaengde ligger i et lukket interval [c; d 1. Hele grafen forlaber
altsa inden for et rektangel [a; b] X [c; d ], jf. figuren.

For at definere integralet, inddeler vi x-intervallet [a; b] i N
delintervaller med delepunkterne a = x, X;, X,, ... , Xy_y, Xy = b, hvor
intervalinddelingerne ikke behgver veere lige lange. Delepunkterne
opfylder altsa ulighederne:

A=X) S XS XS .. SXy,4=SXy=Db

I hvert af delintervallerne er funktionsveerdierne savel opadtil som
nedadtil begreenset, og vi kan derfor finde y-veerdier m;og M, der
opfylder:

m; < f(x) = M for x_, = x=<x

Vi siger da, at summen:

s=m, (x;=X) + ... + my - (xy—xy_) eren
undersum

og tilsvarende at summen:

S=M, (x;=xg) + ... + M - (xy—xy_;) er en oversum

Laeg meerke til, at summerne er bygget op efter samme metode som summer af

rektangelarealer: > hgjde - grundlinje, men med den ene forskel at hgjderne er
erstattet med y-veerdier, der altsa ikke behgver veere positive. For en given
intervalinddeling er det klart, at enhver af undersummerne ligger under enhver
af oversummerne, da grundlinjerne er feelles. Men faktisk geelder det samme
ogsa for undersummer og oversummer hgrende til hver sin intervalinddeling, da
vi kan samle delepunkterne til en samlet intervalinddeling og splitte de
tilherende grundlinjer i to, samtidigt med at vi bibeholder y-veerdierne. Enhver
undersum er altsa mindre end enhver oversum: s < S. Hvis vi nu ydermere kan
finde undersummer og oversummer, hvor forskellen er vilkarligt lille, sa
frembringer undersummerne og oversummerne et Dedekindsnit, og der findes
derfor netop ét tal /, der skiller undersummerne fra oversummerne, dvs. der
geelder s = | = S. | sadanne tilfzelde siger vi, at funktionen f er Riemann-
integrabel, og at integralet har veerdien /.

(Dedekindsnit er preesenteret i kapitel 1 afsnit 1).

Definition: Reimann-integralet

En begraenset funktion fdefineret pa
et lukket interval [a; b] er Riemann-
integrabel, netop nar vi kan finde
undersummer og oversummer med
vilkarlig lille forskel. Integralet

I =[f(x)dx

er da det entydigt bestemte tal /, der
adskiller undersummerne fra
oversummerne.

Qvelse 3.16

a) Gor rede for, at hvis funktionen fer konstant, dvs. f(x) = ki intervallet
[a; b], sa er fRiemann-integrabel, og integralet er givet ved
J2fx)dx=[Lkdx=k-(b— a).

b) Gar rede for, at hvis funktionen f er stykvis konstant pa formen:
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k,forasx<c

f(x) =
kforc=x=b
sa er f Reimann-integrabel, og:

J2f)dx=k, -(c—a)+ky- (b—o0)

(Hint: Split intervallet [a; b] i tre delintervaller [a; c—hl, [c—h; ¢ + h],
[c + h; b], hvor h kan veelges vilkarligt lille.)

Svarende til undersummer og oversummer kan vi ogsa indfere middelsummer.
Definition: Middelsummer

Der er givet en begraenset funktion f defineret pa et lukket
interval [a; b] og en vilkarlig intervalinddeling med
delepunkter a = X;, X;; Xy «xy Xy_1» Xy = b. Til ethvert
delinterval [x;_;; x;] veelges en x-veerdi © i. Den tilhgrende
middelsum er da defineret ved:

O =1(0,) - (x-x) + £(0,) - (x—x)+

e+ F(O) - (xy—xy_,)

Specielle valg af delepunkter forer til seerligt simple middelsummer:

« Hvis vi hver gang veelger venstre endepunkt for delintervallet, fas en venstresum.
* Hvis vi hver gang veelger hajre endepunkt for delintervallet, fas en hajresum.
« Hvis vi hver gang veelger midtpunktet for intervallet, fas en midtsum.

Disse bruges typisk som tilnzermelser til integraler, nar det er ngdvendigt at beregne
disse med numeriske metoder. Der findes dog langt mere effektive metoder til numerisk
udregning af integraler. Dem kan du leese mere om via projektet her.

@velse 3.17 Integraler, hvor stamfunktionen ikke er en kendt funktion

Opstil i dit dynamiske regneark en rutine til at udregne de tre typer middelsummer, for funktionen

f(x) = 022 Fastseet intervallet [a; b] samt antallet af delintervaller, saledes at disse nemt kan
&ndres. Herefter opstilles en falge af x-veerdier svarende til den valgte inddeling, og ud fra denne kan
funktionsveerdierne beregnes. Endelig kan arealet af hvert af de relevante rektangler udregnes, og
summen af disse tilngermer integralet. Bemeerk, at udregning af en midtsum kreever, at der opstilles en
ny folge af x-veerdier svarende til midtpunkterne i intervallerne, og de tilhgrende funktionsveerdier skal
tilsvarende beregnes.

Her er animationer, der grafisk viser, hvordan disse summer
udvikler sig afhaengigt af antallet af delintervaller:

2D animation - Venstre- og hgjresummer for et integral (html)
2D animation - Venstre- og hgjresummer for et integral (tns)
2D animation - Midt- og trapezsummer for integraler (html)
2D animation - Midt- og trapezsummer for integraler (tns)

& Klik: S8 integralet til

# Skift til tangent | midtsum =t xts . 2. x48

180 ]

2. 548

-3 a b 3
A T 2
=3 a i 50 § MIDTSUM (= TANGENTSUM)
—p— Al e Antal inddslinger = § Kiik: Skift til TRAPEZSUM

s 4 HOURESUM
Antel Inddelinges = 10 Klik: Skift til VENSTRESLM

| tix) e = 318057 [Jnixye = 3ve0sT
Venatresurn = 30,5554, dva. Fejl = 1,0502 12,y Midisum 31,5826, dve. Fedl = 0,02
2" Hojresum = 32,6762, dvs. Fejl = -1,0735 Wik S48 integralet til Trapezsum = 31,6520, dva. Fejl= - 0,04

28
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5.2 Eksistens af integralet for monotone og kontinuerte funktioner

Det viser sig, at alle kontinuerte funktioner er Riemann-integrable, og at
middelsummerne
konvergerer mod integralet. Farst viser vi falgende:

Szetning 13: Integralet af monotone funktioner

Enhver monoton funktion f defineret pa et lukket interval [a; b] er
Riemannintegrabel.

Enhver middelsum konvergerer mod Riemann-integralet, nar lzengden
af det storste delinterval g, gar mod nul:

N N

> f0)-(x-x_)> 5 £(0)-Dx~ [ f(xdx
i=1 i=1

for g, — 0 hvor g, = x;—x;_, foralle i.

Bevis
+ Viantager, at f er voksende. Beviset for en
aftagende funktion er det samme. Forst
- bemaerker vi, at enhver voksende funktion er
g begreenset, idet der geelder:
f(a) = f(x) = f(b)

For enhver inddeling af intervallet [a; b] i N delintervaller, kan vi nu veelge
funktionsveerdien i venstre endepunkt i konstruktionen af en undersum, dvs., at
venstresummen er en undersum. Tilsvarende kan vi veelge funktionsvaerdien i
hajre endepunkt i konstruktionen af en oversum, dvs., at hgjresummen er en
oversum. Der geelder da:

S s

hojre — Svenstre—

N N
s (=x_) = 3 fx_q) (X =x_,)
i=1 i=1

=N S t
S () 0= oo ) = F (6 ) = oo ) ammensaet summer
=K

=N Seet x—x,_, udenfor parentes
S (F0) = Fx_ ) (= x_,) =) P
i=1

= N Anvend gy, = x—x,
=S (F) —Fx_,) gy IS =
i=1

< N Sat g, uden for en sum
a3 (FO) = fx_ ) In
i=1

=gy - (f(b) — f(a)) Reducer

Men det viser netop, at forskellen mellem undersummen og oversummen gar
mod nul, nar leengden af det storste delinterval gar mod nul. Den voksende
funktion f er altsd Riemann-integrabel.

Hvis nu vi betragter en vilkarlig middelsum, geelder der for ethvert delinterval
[x;_ 4 x]1

f(x,_,) =f(0)=r(x)

fordi funktionen f er voksende. Ganger vi nu med den positive leengde af
delintervallet, bevares ulighedstegnene og vi far:

Fx_ ) = x_ )= F(0) (x;—x_ ) <F(x) (x,—x,_,)
Laegger vi endeligt alle bidragene sammen, gzelder der saledes, at:

s = middelsum= s,

venstre

Bade integralet og middelsummen ligger altsa i klemme mellem
undersummerne og oversummerne. Men nar lsengden af det sterste delinterval
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gar mod 0, gar forskellen mellem hgjresummen og venstresummen mod 0, og
dermed tvinges middelsummen til at konvergere mod integralet. Vi har altsa vist

N N
s f0) (., —x)= 5 £(0) Ax~[Lr(xdx

I
i=1 i=1
v
Bemeerkning: Seetningen kan forholdsvis nemt udvides til stykvis monotone
funktioner, hvor intervallet [a; b] altsa kan deles i et endeligt antal delintervaller,
hvor f er monoton pa hvert af delintervallerne. Og sa behgver funktionen ikke
engang veere kontinuert!

Hovedsaetningen om Riemann-integralet siger falgende:

Seaetning 14: Eksistens af integralet for kontinuerte funktioner

Enhver kontinuert funktion f defineret pa et lukket interval [a; b] er
Riemannintegrabel.

Enhver middelsum konvergerer mod Riemann-integralet, nar lzengden
af det sterste delinterval gar mod nul.

Beivs
Nar f er kontinuert pa et lukket interval, er f automatisk begreenset, idet den
afbilder det lukkede interval [a; b] pa et lukket interval

[m;M] = min  f(x); max f(x)].
asxsb asxsb
Tilsvarende vil ethvert af delintervallerne [x;_ ;; x;] afbildes pa de lukkede
delintervaller [m; M ] = [ min  f(x); max f(X)]- f er ogsa
Xi_ 1S X=X Xi_ S X=X

uniform kontinuert, hvilket betyder, at alle tallene M —m; samtidigt kan gares
mindre end enhver given positiv starrelse, blot laengden af den storste
delinterval veelges tilstraekkeligt lille. Dette er tilstraekkeligt til, at vi kan
gennemfare et bevis efter de samme retningslinjer som i saetningen om
monotone funktioner. Detaljerne, herunder bemaerkninger om uniform
kontinuert, findes her.

Bemaerkning: Saetningen kan forholdsvis nemt udvides il stykvis kontinuerte
funktioner, hvor intervallet [a;b] altsa kan deles i et endeligt antal delintervaller,
hvor f er kontinuert i det indre af hvert af delintervallerne.

Tilsammen daekker de to seetninger et meget bredt udvalg af alle de funktioner,
vi mader i praksis. Vi kan dog ikke benytte Riemann-integralet pa vilkarlige
funktioner. Vi har set eksempler pa dette i den indledende fortzelling.
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5.3 De simple regneregler for integraler

Vi har endnu ikke vist, at der er en sammenhaeng mellem Riemann-integralet og det integral vi
definerede ved hjeelp af stamfunktionen. Dette viser vi i afsnit 5.4. | dette afsnit viser vi, at
Riemann-integralet opfylder samme regneregler som "stamfunktionsintegralet". Farst en simpel
udvidelse af integralbegrebet, der tillader os at integrere "bagleens". Vi har i det foregaende
antaget, at a < b. | almindelighed definerer vi:

Definition: Baglaens integration
Antag, at f er integrabel pa det lukkede interval [a; b]. Sa definerer vi:
T2 f(x)dx=—[Lf(x)dx

Dvs. nar greenserne byttes om, skifter integralet fortegn.

Saetning 15

1) Antag, f er integrabel pa det lukkede interval [a; b]. Sa er f ogsa integrabel pa
ethvert delinterval. Specielt gaelder:

Nulreglen: I f(x)dx=0
Indskudsreglen: [,°f(x)dx= [,°f(x)dx+ [ f(x)dx

Antag, f er integrabel pa det lukkede interval [a; bl. Hvis k er en vilkarlig konstant,
sa er k- f(x) ogsa integrabel pa det lukkede interval [a; bl, og der geelder:

Reglen for produkt med en konstant: [,°k- f(x)d x= k- [ ,°f(x)d x

Antag, f er integrabel pa det lukkede interval [a; b]l. Hvis k og m er vilkarlige
konstanter, og hvis funktionen f yderligere er integrabel pa det forskudte interval
[k-a+ m; k- b+ m], sa er den forskudte funktion f(k- x + m) ogsa integrabel pa
det lukkede interval [a; bl, og der geelder:

Reglen om linezer substitution: [,°f(k- x+ m)d x= 2—( Tharm PETMF(x)d x

Antag, f og g er integrable pa det lukkede interval [a; b]. Sa gzelder:
Sumreglen og differensreglen: [,°f(x) = g(x)dx= [ °f(x)dx = [ ,°g(x)d x

Qvelse 3.18

Det er overkommeligt at vise 1), 2) og 3), mens vi forbigar beviset for den sidste.

Veelg 1), 2) eller 3), og argumenter for, hvad der sker med henholdsvis undersummer og
oversummer.

(Hint: | seetning 3 kan det betaler sig at se pa virkningen af k og m hver for sig, ligesom
det kan betale sig at se p4 tilfeeldene k positiv og k negativ hver for sig.)

| B-bogen har vi defineret middelveerdien for en begreenset funktion f(x) hen over et lukket
interval [a; b] som "gennemsnitsveerdien" af funktionsvaerdierne. Vi skriver:

(X = ﬁ [Pf)dx

Hvis f er kontinuert med minimumsveerdien m = min f (x) og maksimumsveerdien M = max f(x),
sa er m- (b—a) en undersum og M - (b—a) en oversum for integralet.
Derfor geelder der:

m-(b—a) = [ f(x)dx=M - (b—a)

Dermed fas, idet b—a > 0:

1
ms —- JLfx)dx=Mm
Men ifelge saetningen om mellemliggende veerdier (seetning 2 i kapitel 1), sa felger heraf, at tallet

ﬁ - [ Lf(x)d x optraeder som en funktionsvaerdi f(0):




Saetning 16: Integralregningens middelvaerdisaetning

Hvis f(x) er en kontinuert funktion pa det lukkede

interval [a; b] findes der en x-veerdi © i det lukkede
interval [a; b], sa:

middelveardi

b+ [ PF(xdx=£(0)

eller

TLf(dx=1(0)-(b-a)

For kontinuerte funktioner kan man udnytte dette til at omskrive integralet til en middelsum. Ser vi
nemlig pa en vilkarlig intervalinddeling, sa kan vi udnytte saetningen pa hvert delinterval:

I;’f(x)dx=fX0X1 Fdx+ [, 2 F(x)dx + [, f0dx+ ..+ [, Mf()dx

=1(0,) (x; = xp) + F(0,) - (x5 = x,) + £(0,) - (x5 — %) + oo + F(0,) - (xy = Xy _ )

hvor f(e,) netop er gennemsnitsvaerdien for den kontinuerte funktion f henover delintervallet

[x._ i x].

Qvelse 3.19
Gor rede for, at vi kan bestemme middelvaerdien for en kontinuert funktion f(x) henover et
interval [a; b] som greenseveerdien:

f(x1)+f X3 +..+1ffx ~
(g = Jim ( E) ( E) (*

— © N

)

N =

Hvor x{, x1,... betegner midtpunkterne for delintervallerne i en aekvidistant inddeling af

2 3
intervallet [a; b], dvs. alle delintervaller er lige lange.
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5.4 Bevis for analysens hovedsaetning

Vi har i seetning 13 vist, at en kontinuert funktion f defineret pa et lukket interval
[a; b] er Riemann-integrabel. | seetning 14 viste vi, at f dermed ogsa er
Riemann-integrabel pa ethvert delinterval af [a; b]. Vi kan derfor definere en
integralfunktion:

F(xy) = fax" f(x)dx hvor x, € [a; b]
Vi vil nu vise, at integralfunktionen er en stamfunktion, dvs. F er differentiabel

med differentialkvotient lig med den oprindelige funktion. Vi anvender tre-trins-
reglen version 2:

foan) = FOX)=1""F(x)dx — [ 0 f(x)dx Opskriv sekantheeldning for F
h h
— +h . "
—fax° f(x)dx + fXOX" f(x)dx — jaxo f(x)dx Anvend indskudsseetningen
h
=1. [ "F(x)dx Reducer teelleren
h 0
=£(0). hvor © € [x,; x, + h] Anvend middelvaerdisaetningen

Da fer kontinuert, gaelder der, at 9 - X, for h— 0, og derfor vil f(e) - f(x,) for
h— 0. Men det viser jo netop, at differenskvotienten gar mod f(x,) for h— 0,
dvs. F'(x,) = f(x,).

Vi har altsa vist analysens hovedsaetning i det generelle tilfeelde:

v

Seaetning 17: Sammenhangen mellem integration og

differentiation (analysens hovedsaetning)

Hvis funktionen fer en kontinuert funktion pa det lukkede interval
[a; b, sa er integralfunktionen:

F(x) = [,°f(x)dx
en stamfunktion til f(x):
F'(xy) = f(x;)

Desuden geelder der, at:

I.2f(x)dx= F(b) - F(a)

Bemeerkning: Hvis funktionen fikke er kontinuert, er integralfunktionen ikke
nedvendigvis differentiabel, og dermed er den ikke leengere en stamfunktion.



6. Anvendelser af integraler

6.1 Kurveleengder
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6.1 Kurveleengder

Vi vil udelukkende kigge pa kurver, der kan handteres som grafer for
differentiable funktioner, hvor differentialkvotienten ogsa er kontinuert. For en
sadan kurve kan vi se pa kurveleengden fra kurvepunktet, hvor x = a, til
kurvepunktet, hvor x = b. Inddeler vi intervallet [a; b] i N aekvidistante
delintervaller, kan vi approksimere kurven med sekantstykkerne, der forbinder
de tilherende grafpunkter og kurveleengden med summen af lzengderne for
sekanterne. Hvis antallet af delintervaller N er meget stort, kan vi approksimere
de meget sma sekanter med udtrykket:

Al =\/W=\/(%§)2+1-sz\/mﬂx

hvor vi har erstattet sekanthaeldningen med tangenthaeldningen. Nar vi laegger
alle kurvestykkerne sammen far vi derfor integralet:

T 2NT0Z + 1dx
Vi vil nu som lovet i B-bogen preecisere argumentet.

Definition: Kurvelaengden for en graf

Antag, at grafen for en kontinuert funktion defineret pa et lukket
interval [a; b] har felgende egenskab: Den samlede laengde af

sekanterne hgrende til en vilkarlig opdeling i delintervaller har en
entydigt bestemt greensevzerdi, nar lzengden af det storste delinterval
gar mod nul. Sa tilskrives grafen en kurveleengde givet ved denne
graenseveerdi.

Den enkelte sekant er ifelge middelveerdisaetningen
(seetning 12 i kapitel 2) parallel med en passende
tangent i delintervallet. Kaldes raringspunktet, der
afheenger af delintervallet, for 9,, sa har sekanten en
preecis leengde givet ved:

S 2
A/i=\/A}’;2+AX;2=A\/(§—y") +1Ax=Nf(0)2+1Dx
%
b—a

hvor Ax; = N
Summen af sekantleengderne givet ved:
Y
> A= 3 \/f'(e,.)2+ 1A X
j i=0
er derfor middelsummen for integralet:

TNF 2+ 1dx

Nar N gar mod uendelig vil middelsummen konvergere mod integralet, hvorfor
kurvelaengden netop er givet ved integralet. Det samme argument geelder
naturligvis ogsa selv om intervalinddelingen ikke er eekvidistant. Vi har altsa
bevist den falgende szetning

Seaetning 19: Kurveleengden for en graf

Lad f(x) veere en differentiabel funktion med en kontinuert

differentialkvotient f'(x). Da er kurvelzengden L af grafen fra
grafpunktet (a, f(a)) til grafpunktet (b, f(b)) givet ved integralet:
L= 1 FGOF 19X

Da integralet involverer en kvadratrod er det ikke-trivielt, og selv nar f(x) er et
polynomium, kan vi ikke regne med at finde en stamfunktion, der kan udtrykkes
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ved simple funktioner. De fleste veerktajsprogrammer har i gvrigt en indbygget
kommando, noget i retning af arclen() til udregning af kurvelaengder:

arclen(f (x), x, a, b)» fab\/(%(f(x)) 2+ 1dx

Qvelse 3.23

Betragt enhedscirklen med centrum i (0,0).

a) Gor rede for, at bueleengden i forste kvadrant fra x = 0 til x = x, er givet
L dx

11—

b) Udregn integralet med dit veerktajsprogram, og kommenter resultatet.

¢) Hvad bliver bueleengden fra , _ o til , _ V2 ? Kommenter resultatet.

ved integralet: [ N

Qvelse 3.24

Betragt parablen, der er graf for funktionen f(x) = x°.

a) Udregn kurveleengden i forste kvadrant fra x = 0 til x = x,
b) Hvad bliver kurveleengden fra x = 0 til x =17

Qvelse 3.25
Betragt parablen, der er graf for funktionen f(x) = %xz

a) Gor rede for, at parabeltangenten i (0,0) har heeldningskoefficienten 0,
og gor rede for, at parabeltangentens hzeldnings-
koefficient i alle andre punkter er lig med raringspunktet x-koordinat.
lllustrer situationen!

Betragt nu grafen for funktionen f(x) = % - (e°+ e7¥) — 1, den sakaldte

keedelinje.

b) Ger rede for, at tangenten til keedelinjen i punktet (0,0) har
heeldningskoefficienten 0, og gor rede for, at kaedelinjens tangenter har
haeldningskoefficienter, der er lig med kurvelaengden fra x = 0 til
raringspunktets x-koordinat. lllustrer situationen, og sammenlign grafen
med den ovenstaende parabel.

Pa hjemmesiden [materiale under udarbejdelse] kan du finde et projekt, hvor vi
ophaenger en kaede med en given kurveleengde, og praever at afgere om den
bedst modelleres med en parabelbue eller en keedelinje.



6.2 Modellering med integraler som summer

Eksempel 1: Pyramidens rumfang

Betragt en pyramide med kvadratisk grundflade som vist pé figuren, hvor
pyramiden har hgjden hog grundfladen G. Pyramiden er lagt ud af x-aksen
med toppunkt i (0,0,0). Med udgangspunkt i en eekvidistant inddeling af x-aksen
i N delintervaller, kan vi, som vist pa figuren, nu opdele pyramiden i segmenter,
der kan omskrives og indskrives med retvinklede kasser.

a) Gor rede for, at forskellen mellem rumfanget af de omskrevne og indskrevne

kasser er givet ved V Vindgre =

e = % - G, samt at forskellen kan geres

vilkarlig lille, hvorfor pyramiden har et rumfang.

b) Ger rede for, at tvaersnitsarealet for pyramiden er givet ved formlen:

A(x) = % - X%, og at savel Vare

T A(x)d x.

som V,

indre €7 Middelsummer for integralet

c) Gor rede for, at integralet thA(x)dx netop ma angive rumfanget af
pyramiden, og bestem rumfangsformlen for pyramiden ud fra integralet.

ol

Pyramide med kvadratisk Omskrevne rade kasser. Indskrevne gronne kasser.
grundflade.

3D animation - Rumfanget af en pyramide (html)
3D animation - Rumfanget af en pyramide (tns)

Eksempel 2: Cirkulaer Byplanlaegning

En by er vokset op omkring en bykerne indenfor et cirkelformet omrade med
radius 10 km.

For at kunne planlzegge byudviklingen har et undersggelsesteam udtaget
stikpraver til belysning af savel befolkningstaetheden Q(r) som det
gennemsnitlige antal biler pr. indbygger n(r) i forskellige afstande rfra centrum.
Resultatet af disse undersggelser er samlet i de falgende to tabeller:

Afstand i km (r) 02 05 09 1,7 21 28 36 4,7 57 68 75 858793 98
Teethed i 1000 indbyg- 1,1 45 6,9 84 11,7 134 146 154 153 142 115, 94 69 36 1,0
gere pr. km? (p)

Afstand i km (r) 04 15 32 50 57 67 83 99
Gennemsnitligt antal biler pr. indbygger (n) 0,15 0,22 0,20 0,27 0,39 0,40 0,41 0,47

Du kan hente data her.

a) Bestem ved regression passende modeller for befolkningstastheden (0105}
som funktion af afstanden rtil byens centrum og for det gennemsnitlige
antal biler pr. indbygger n(r) som funktion af afstanden r.

b) Opstil summer, der konverteres til integraler, for savel den samlede
befolkning som det samlede antal biler.
Vink: Opdel det cirkelformede omrade i cirkelskiver med radius rog bredde

Ar.

¢) Indenfor hvilken afstand bor halvdelen af indbyggerne?
Indenfor hvilken afstand befinder halvdelen af bilerne sig?

d) Hvad er det gennemsnitlige antal biler pr. indbygger i hele byen?
Hvad er det gennemsnitlige antal biler pr. indbygger i bykernen indenfor den
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forste km?
Hvad er det gennemsnitlige antal biler pr. indbygger i byranden indenfor
den sidste km?



4. Forste ordens differentialligninger

Opgave 4.1

f'ix) =k

Opgave 4.2

f'(x) = 0,45 - (30 - f(x))

Opgave 4.3
f'(x) = 0,65 - f(x)

Opgave 4.4
f'(x) = 0,45 - f(x) - (30 - f(x))

Opgave 4.5

a) y'=In(2) -y
b) Typen y'=k -y

Opgave 4.6
a) y'=10In(2) = In(2)y
b) Typen y'=b-ay

Opgave 4.7

a) y'=05-y°+y=y(1-(-05)-y)
b) Typen y'=y - (b -ay), altsa logistisk vaekst.

Opgave 4.8

Funktionen er voksende, og lesningskurven skal
ga gennem punktet (2,3) samt have haldningen
2 i det punkt. Det er tilfeeldet i figur nr. 1.

Opgave 4.9

Figur nr. 2 er den korrekte, da den har hasldnin-
gen 1 i punktet (1,3).

Opgave 4.10

a) Der findes 4 typer af losningskurver — pa
illustrationen har vi valgt de 5 begyndelses-
betingelser (0,-1), (0,0}, (0,2), (0,5) og (0,8),
hvor de to, nemlig (0,0) og (0,5) giver de to
konstante funktioner. Den midterste genken-
der vi som en traditionel logistisk lesnings-
kurve. Den overste og den nederste kurve
har begge en lodret asymptote. Alle disse
tre har samme type lesningsformel, men i
den overste og nederste medferer begyndel-
sesbetingelsen, at konstanten ¢ i navneren
bliver negativ, s& naevneren har et nulpunkt.
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Detle er netop, hvor graterne 1ar lodret
asymptote.
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b) Der findes tre typer af lesningskurver - pa
illustrationen har vi valgt de tre begyndel-
sesbetingelser (0,2), (0,1) og (0,-1). Den
midterste genkender vi som grafen for en
linezer funktion med forskrift y=x + 1. Ved
indseettelse ser man, at dette er en lesning.
Losningskurver i omradet over den linezere
lesningskurve er voksende, da
y'=y-x>x+1-x=1>0. Losningskurver
i omradet under den linezere lasningskurve
har alle et globalt maksimum, da y'=0 pa
linjen y = x. Differentialligningen er grundigt
analyseret i bogens afsnit 4.2.

SRR R RN NN g R
(Lt 19 = 5 )
{TELELE e =3AN N0
P /=N
P >NV VL
LI NNV Y L LS
o[ T[T/ MV ol
LT/ Yiddiig
LT TEREERRE
EERE tihboh 8 L 1L )
[ 11/ b3 19 L)
117/ LTYT T

c) Der findes tre typer af losningskurver — pa
illustrationen har vi valgt de tre begyndel-
sesbetingelser (0,-2), (0,0) og (0,2). Den
midterste er den trivielle y = 0. Den overste
genkendes som graf for en eksponentielt
aftagende funktion, den nederste los-
ningskurve er en spejling af den overste og
genkendes ogsa som graf for en forskudt
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d)

eksponentiel funktion, hvor den vandrette
asymptote er y = 0.

———— N | e

Her ser vi, at alle lesningskurver er af samme
type, grafer for lineaere funktioner, med
konstantled 0, dvs. proportionaliteter med
forskriften y = a - x, dog med et enkelt forbe-
hold som fremgar nedenfor. Skrives differen-
tialligningen pa formen: y'= % - ¥, genkendes
den som modellen y'=f(x) - y med lesningen
y =c - ™. Da en stamfunktion il % er Injx|
ser vi ved nogle fa omskrivninger, at den
fuldstzendige losning netop er funktioner
med forskriften y = a - x. Der er en vigtig
detalje, som grafveerktojet ikke nedvendigvis
afslerer: Da funktionen % ikke er defineret for
x =0, er lesningerne til differentialligningen
heller ikke. Derfor er definitionsmazngden til
en lesningen enten |—e=;0[ eller ]0;=[, afhaen-
gig af begyndelsesbetingelsen. Lesningskur-
verne gar derfor ikke gennem (0,0), men er
halv-linjer.

Opgave 4.1

P'(t) =

1
25000

P(t) - (2600 - P(t))

Opgave 4.12

f'(x) = 2

2y -6=2(e>-3)+ 3 =2e**

Begge sider giver det samme, altsa er fen
losning.

Opgave 4.13
a) f'(x) = 4e™ - 4x -1

4y+8x2=4(e‘1"—2x2—x—%}+8x=
4e™ - 4x-1

Begge sider giver det samme, altsd er fen
lesning.

b) Funktionen er voksende, nar 4y + 8x° > 0,

dvs. i omradet, hvor y >-2x°. Aftagende,
hvor y < -2x°.
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Upyave .15
f'iX)=2x-e +x° &

2x"e" 2

2
Ty+y=7+x e* = 2xe* + x°

e)(

Begge sider giver det samme, altsd er fen
l@sning.

Opgave 4.15

M(t): Vandmaengden (malt i I) til tidspunktet ¢
(malt i sekunder).

%: 0,4-0,001-M eller M’(t)=0,4-0,001-M(t)

Opgave 4.16
ffp)=e"+x.6"+3

xe* +3x

y+%—3;{=xe”+3x+ —3x=xe"+e"+3

Begge sider giver det samme, altsa er fen
lesning.

Opgave 4.17
f(x)=In(x) +x - +=In(x) + 1
Y 412X g in(x)+1
X X

Begge sider giver det samme, altsa er fen
losning.

Opgave 4.18
a) y= % X —%

b) y > 0: Voksende, nar x > -1 og
aftagende, narx < -1
y < 0: Voksende, nar x <-1 og
aftagende, nar x > -1
Er ikke defineret for y =0

c) Pa enillustration af linjeelementer er indteg-
net en lesningskurve, hvor y >0 og en, hvor
y < 0. Vi ser, at lesningskurvernes forleb er i
overensstemmelse med punkt b).

—

e e
B A R e | e (e,

Opgave 4.19
g(f) = 75000 - 75000 - (3t + 1) - g
g(4) = 74994 mg.

Opgave 4.20

flx)=e"-1

y+x=e'-x-1+x=6e"-1

Da begge sider giver samme resultat, er f(x) en
lesning til differentialligningen.
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upgave 4.21

a) y=5x-2

b) Funktionen er voksende, nar 2x + x -y > 0.
Dvs. néar x(2 + y) > 0. Det geelder, nar:
y>=-2 og x>0 eller nar y<-2 og x<0.
Tilsvarende bliver funktionen aftagende, nar:
x>0 og y<-2 eller x<0 og y>-2.

c) Pa en illustration af linjeelementer er ind-
tegnet en lesningskurve, hvor y > -2 og

en, hvor y < =2. Vi ser, at lesningskurvernes
forleb er i overensstemmelse med punkt b).
d)
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Opgave 4.22

Tangentens haeldning: 0,51
y'=017 -y

Opgave 4.23

Fix)=e*+{x+1) & =26+ x&*

(x+1)e"
x+1

y+——=(x+1)e" +

=2e" + xe*
x4+1

Da begge sider giver samme resultat, er f(x)

lesning til differentialligningen.

Opgave 4.24

y=3x+1

Opgave 4.25

T'(x) = 0,011 - (150 — T(x))
Opgave 4.26

Y= 17x -13

Opgave 4.27
flx)=e*+x. e -1

L
X

xe" = x

+ xe* = +xe* =" =1+ xe’

Da begge sider giver samme resultat, er f(x)
lesning til differentialligningen.

Opgave 4.28
fix)=(In(x)+4) - x

Opgave 4.29

Veaeksthastighed til t = 1:

-1,104 - 10% individer/degn

N(t) er aftagende frem til t = 12,5, derefter vok-
sende. Derfor er der et globalt minimum for
=125,
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upgave 4.5U

a) y=98,34. %8

b) Havkatten er 90,5 cm lang, nér den er 16 ar.
Efter 5,2 ar er havkatten 40 cm lang.

. gm022

Opgave 4.31

a) r(t) = 0,017¢ 0025

b) N(f) = 210,22 7068 %
Der gar 104,5 ar for befolkningstallet bliver
200 mio.

Opgave 4.32

Vandbadets temperatur er 100°C, nar t = 320.
Den indre temperatur 91,7°C.

Opgave 4.33

M(t) = 33,33p - 33,33e7%%% . p
p =34.85 ug

Opgave 4.34

a) Vaeksthastighed: 14 ampere/sekund
b) /(t) = 0,9 - 0,97

Opgave 4.35

a) Vesksthastighed: 60,75 mio/degn
b) N(f) = 1588 . g 5415 088"

Opgave 4.36
a) C(f)=20-20. 20

b) Grafen:

c
&

16 ] c(t)

12

(34.66,10)

4l fc=o030t+074

t

.
I 1 I | B o

T T T T
-2[!/020406030100120140

t=234,66

c) C'(15) = 0,30, dvs. koncentrationen stiger
med 0,30 ppm i det 15. minut.

Opgave 4.37
a) Vasksthastighed: 0,74 cm/maned
b) h(t) = 116,444 — 64,444 . ¢ 004!
Barnet er 100 cm hoijt efter 31 maneder.

Opgave 4.39
a) Vaeksthastighed: —0,0386 kcal/degn

3

b) M(t)=Lk+e * (87 LK)

c) k=3002,4

Opgave 4.38

a) S(f)= 50_}1){_&'@02
2 (100 + x)

b) Karret indeholder 60 kg salt efter 40,3 min.
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upgave 4.5u

_ 152,85t - 4,905t ”
t-15

Efter 12,36 sekunder er hastigheden 1000 m/s.

a) v(t)=

Opgave 4.41

a) Koncentrationen aftager med -0,0525 i timen.
b) C{t} =4, E—O.Oaﬁf

Opgave 4.42

a) M(t) = 32,665 - 12,665¢ 01584

b) Grafen:
Nar t gar mod o=, vil sidste led i M(f) ga mod
0. Derfor er der ovre graense 32,665 promille.

aM M = 32,665

0 10 20 30
Opgave 4.43
a) P(t) = 1+ 4¢700%84
Grafen:

[=]

0 10 20 30

Opgave 4.44
315
1+0,59%

b) N(40) = 313,8, alts4 meget teet pa den ovre
graense, som jo er 315.

a) N(t) =

-0,126¢

Opgave 4.45

Vaeksthastighed: 6,175 individer/degn.
Vaeksthastigheden er 31, nar N = 392,6 og nar
N = 6074 (afrundes til 392 og 607).

Opgave 4.46

a) Indszet de oplyste vaerdier for N og N’ il
tidspunktet t = 0. Loses ligningen, fas:
K = 60000.

b) Veeksthastighed: 3500 individer/ar.
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upgave 4.4/

Bestem B(t) ved at lose differentialligningen.
B(15) = 1456,8, dvs. afrundet 1456.

Opgave 4.48
139,6

a) V(t)= :

) 14181289 7

Stoerste vaeksthastighed optraeder ved halvde-

len af den maksimale vaegt, dvs. ved 69,8 kg.

Opgave 4.49

15,5
~0,005720x

a) M(x)=
1+1,8052e

b) Fortjenesten betegnes U(x):
c) Ulx)=M(x)- 700-1,97x

Grafen for U(x):
“Fortjanasta i kr.
10000 - (694.8,9125.1)
8000
Utx)
6000
4000
2000
Kunstgedning i kg
] | | ] I :'
0 200 400 €00 &00 1000

Sterst fortjeneste bestemmes ved grafisk
metode, da definitionsmazngden er lukket og
begraenset: Maksimum indtraeffer ved 634,8
tons kunstgedning.

Opgave 4.50
a) Veeksthastighed: 57 smittede/degn

142,165610" e 10984
209 er den ovre greense for antallet af smittede.

Opgave 4.51
a) Vaeksthastighed: 145 traner/ar

b) N(t)= 1500
1+6,7320e

c) t=230,3, dvs. iar 2005

-0,435t
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Opgave 4.52

a) P(t) = 150

T L
Der gér 11,45 uger inden der er 80 guppyer.
b) Den evre greense er 150 guppyer.

c) Ved 10,85 uger er vaeksthastigheden storst.

&P
rs P =150
125 -
100
{11.4580) | P=80
75

(10.85,75)

50
25 —
t
I | | 1 b
0O 10 20 30 40
Opgave 4.53
53,63
a) V(t)= :
) vi) 1+ 89, 898 00065

b) Efter 466 degn er vasgtiilveeksten storst.

Opgave 4.54

a) Ja, funktionerne er f(x) = x og g{y}:%
b) Nej

c) Ja, funktionerneer f(x)=10g gly)=1-y

d) Ja, funktionerne er f(x) =1 og g(y) =y

Opgave 4.55
L

x2-2x+2
(Nasvneren bliver aldrig 0)
Definitionsmazngden er £

b) Differentialligningen viser: y'<0, nar x <1
og y'>0, ndr x > 1. Derfor antager funktio-
nen globalt minimum i x = 1.

Opgave 4.56
a) M(t)=

a) f{x)=-

70
70-k-t+1
i bestemmes af ligningen M(60) = 20:
st (8
~ 1680

Indsaet k: M(t) = =

1
24

b) M'(60) = 0,238. Dvs. i det 60. minut falder
maengden af stoffet med 0,238 gram.

t+1

Opgave 4.57
a) y= gx -2

b) f(x) = —V-x%-5x +4

Definitionsmaengde: [-5,701;0,701[
Opgave 4.58
a) y=-20x + 22

b) ()=~

Definitionsmasngde: 13/0,5; |
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a) y=6x-3
b) f(x)=1+2e" - &
Definitionsmazngde: E
c) g =1-e*
Opgave 4.60

a) Veeksthastighed: 2,6 cm/ar.
b) /(t) = 30 - 25,991e0.16667
c) Indseet pa venstre side af (2):
_i i
Yy = % (10-c-e GI)Q-C-B 6!
Indszet pa hejre side af (2):
5y8 -1y =5(10-c-e ¥P ~1(10-c e ¥
=5(10-c-e¥'?-1(10-c.e7¥)
=(10-c-e ¥ (5-2(10-c-e7¥)
= f{1[.'l—c-e'fl’}‘?-%r:-na'*;I
Da begge sider giver det samme, er funktio-
nen lasning til differentialligningen.
=1
d) V()= (10-9,99¢ *)°

e) Eksponenten i det sidste led gar mod —==, nar
t gar mod . Derfor er V_ =10 = 1000. Det
betyder, at fiskens maksimale vaegt er 1 kg.

Opgave 4.61
o Lacxdox-pivan b1 8
B EN T b gl 6 3+x 3-x

1 1

GB+x)B-%x) 9-x
Altsd er F(x) stamfunktion til f{x).

b) Differentialligningen er af typen y'(x) = fix).
y med lasningsformlen y = ¢ - . Brug nu
svaret fra a) til at bestemme losningen:

y =2t et gller: y = o8 -B,i:—tz

X+

| =
w|w

&) y=
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1. Den falske Vermeer

Kunsthistorien er fuld af historier om falsknerier. En af de mest meerkveerdige
udspillede sig i Holland i arene far og efter 2. Verdenskrig. Svindelen var maske
aldrig blevet afslaret, hvis ikke ophavsmanden selv havde gjort det. Hans navn
var Hans van Meegeren, og historien tager sin begyndelse i 1945.

Efter befrielsen af Holland-Belgien dannes et szerligt efterretningskorps, der skal
opspore og hjembringe de mange uvurderlige kunstveerker, som nazisterne
havde stjalet og taget med sig til Tyskland. Under efterforskningen stader de pa
et firma, der aktivt havde medvirket i tyskernes udplyndring af landet. Firmaet
havde saledes formidlet salget af en reekke nationale klenodier. | dets arkiver
finder man navnet pa en bankmand, som bl.a. havde solgt et beremt maleri af
Vermeer til nazilederen Hermann Goéring.



1.1 Vermeer glemt og genoptaget

Jan Vermeer (1632-1675) betragtes i dag sammen med Rembrandt
(1606-1669) og Frans Hals (1582-1666) som en af de tre store i den
hollandske guldalder. Vi ved ikke meget om Vermeer som person.
Hans egen uhyre beskedne produktion taget i betragtning kan han
nzeppe have haft forestillinger om, at kunsten kunne blive en levevej for
ham. Han provede at ernzere sig som kunsthandler, men heller ikke det
blev en stor succes.

Vermeer fik 11 bgrn sammen med sin kone Catharine, sa der ma have
veeret tummel i huset og mange munde at maette. Men der er malet en
sadan ro ind i alle hans billeder, at man selv bliver helt stille for ikke at
forstyrre kvinden, der leeser et brev, eller pigen der haelder maelk op.
Mange af de kvindeskikkelser, Vermeer malede, var givetvis portraetter
af Catharine.

Kvinde i blat. Af og til kaldes maleriet:
Frugtsommelig kvinde lzeser et brev.

Malede Vermeer for at seelge, eller foretrak han at beholde billederne selv? Han
fik ikke solgt meget. Vermeer dor tidligt, og da han er veek, gar ogsa hans firma
konkurs. Catharine provede at sikre sig Vermeers billeder, men uden held.
Forst var hun ngdt til at give nogle af dem til deres bager som betaling for brad.
Resten overgik til kreditorerne og blev endeligt afheendet ved en auktion i 1696.
Herfra har man bevaret auktionslisten, der indeholder 21 veerker af Vermeer
selv. Men da han ikke selv gav sine billeder titler, og da mange af malerierne
har neert besleegtede motiver, har det ikke veeret muligt med sikkerhed at
identificere disse 21.

Auktionslisten opregner i gvrigt borde, stole, malerier, gobeliner, gyldenleeder
osv., som vi finder gengivet pa Vermeers malerier. Efter auktionen blev
Vermeers egne malerier spredt for alle vinde. Og Vermeer selv blev simpelthen
glemt; han forsvandt ud af kunsthistorien, og hans malerier blev tilskrevet andre.
Farst i slutningen af 1800-tallet bliver Vermeer genopdaget, og da hans malerier
nu igen bliver udstillet efter 200 &r i glemslen, er det en sand sensation, der
kommer til at pavirke mange af datidens sterste kunstnere som maleren van
Gogh og forfatteren Marcel Proust. Vores egen Anna Ancher s& pé sin
bryllupsrejse med Michael Ancher et af Vermeers billeder, og da hun kom hjem
malede hun i en stil, der tydeligt var inspireret af Vermeer. Vermeer signerede
kun et par af sine malerier, men hans szeregne teknik gjorde det alligevel muligt
for kunsthistorikere relativt hurtigt at blive enige om at kanonisere 34 malerier
som gegte Vermeer-veerker.

Qvelse 4.1

| kapitel 10 kan du finde en starre praesentation af Vermeer og hans
placering i den seerlige hollandske renaessance. Der ligger opleeg til et
fagligt samarbejde om billedanalyse, hvor man dels inddrager Vermeers
brug af centralperspektivet og af det sakaldte camera obscura, der var en
forleber for fotografiet, og dels inddrager andre fags bidrag til afslering af
kunstfalsknerier.
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1.2 Nye Vermeer-billeder dukker frem af glemslen

Siden Vermeer blev genopdaget sidst i 1800-tallet, havde man af og til i
kunstkredse funderet over, om der ikke skulle gemme sig malerier af ham stuvet
af vejen pa lofter eller hos excentriske samlere. | august 1937 kontakter en
kunsthandler Abraham Bredius, der var den tids sterste Vermeer-ekspert. Han
egnsker en vurdering af et gammelt maleri, han er kommet i besiddelse af.
Billedet baerer Vermeers karakteristiske signatur. Motivet er religigst og kan
muligvis veere et hidtil ukendt tidligt Vermeer-maleri. Bredius er tilsyneladende
ikke i tvivl. Efter at have undersagt billedet i nogle fa dage udsteder han en
erkleering om billedets segthed og publicerer allerede fa maneder efter en for
kunstverdenen sensationel artikel med titlen: En ny Vermeer: Kristus og
disciplene ved Emmaus. Artiklen findes i engelsk oversaettelse her.

Det nyopdagede Vermeer-billede: Direktoren for Boyman's Museum i Rotterdam beundrer
Kristus og disciplene ved Emmaus. i 1937 det nyerhvervede Vermeer-billede.

Med Bredius' stempel er ingen i tvivl om, at der vitterligt er tale om et nyt
Vermeer-maleri, og i slutningen af 1937 keber Rembrandt-samfundet det nye
fund for 520.000 gylden, svarende til naesten 1 million kroner — en kolossal sum
pa den tid. | arene 1940-1943 kommer yderligere fire ukendte Vermeer-malerier
frem af glemslen. Selv om ikke alle disse nye malerier har samme kvalitet, sa
bliver de kabt af private samlere for skyhgje priser. | 1943 kaber Rijksmuseum i
Amsterdam et sjette Vermeer-maleri for 1,2 millioner gylden.

Det maleri, som efterretningsveesenet finder registreret i arkivet, har titlen
Kvinde grebet i hor, og er et af disse nyligt fundne Vermeer-malerier. Hermann
Goring kabte det af det omtalte firma i 1942. Da bankmanden konfronteres med
arkivets nggne registrering, forsvarer han sig med, at han blot formidlede salget
for en tredjeperson. Og den 29. maj 1945 arresteres denne — en vis Hans van
Meegeren. Hvem var han?
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1.3 Van Meegeren - landsforraeder eller kunstforfalsker

Van Meegeren ernaerede sig som maler og kunsthandler. | sine unge
dage havde han demonstreret betydelige handvaerksmaessige
feerdigheder, og nogle af hans billeder fra denne periode omkring 1.
Verdenskrig var ganske talentfulde. Men siden begyndte kritikerne at
betegne hans malerier som tredjerangs og van Meegeren som en
maler uden idé og talent. Saret af denne kritik flyttede han i 1932 til
Sydfrankrig, og farst omkring krigsudbruddet vendte han tilbage til
Holland.

Anklagen lyder pa landsforraederi, idet van Meegeren &benbart uden
tvang og for egen vindings skyld har solgt ud af nationale klenodier.
Men sa slar hele sagen en ordentlig kolbgtte. Den 12. juli forblaffer van
Meegeren ikke blot Holland, men hele den internationale kunstverden
ved at udsende en erklaering om, at han ikke har solgt ud af nogen
nationale veerdier, men at han tveaertimod har narret tyskerne og ikke
mindst Goring til at kebe en forfalsket Vermeer. Og ikke nok med det —
van Meegeren erkleerer, at bade Kvinde grebet i hor, Kristus og

Fra retssagen mod van Meegeren, hvor
malerierne udstilles i retslokalet. Det er
disciplene ved Emmaus og fire andre navngivne Vermeer-malerier van Meegeren i skranken til venstre.

samt to malerier af Pieter de Hoogh ogsa er forfalskede. Alt i alt pastar
van Meegeren, at otte verdensberamte malerier fra den hollandske
guldalder i virkeligheden er lavet af ham i arene 1936-1942. Du kan
finde disse malerier

Forbloffelsen afloses hurtigt af vantro: Er det ikke blot et snedigt trick fra van
Meegerens side for at undga dommen for landsforreederi. For hvordan i
alverden skulle han, en tredjerangsmaler uden talent, kunne skabe sa skenne
malerier? Her er jo ikke tale om kopier, men om nye originaler, som van
Meegeren pastar, han har skabt helt fra grunden. Det var ikke til at fatte, hvis
det skulle veere sandt. Derfor holdt mange sig til, at det nok var lagn — ikke
mindst de, der havde investeret enorme summer i de angivelige forfalskninger.

Man kan nok undre sig over, hvorfor kunstverdenen ikke havde faet mistanke —
for hvor var billederne kommet fra? En del af forklaringen var, at van Meegeren
havde konstrueret en meget romantisk historie om sine fund: En rig hollandsk
familie havde gennem arhundreder samlet store kunstskatte pa et slot i
Westland i det sydvestlige Holland. Pa et tidspunkt flytter familien til Sydfrankrig,
hvor van Meegeren leerer dem at kende. Familien har mere end et halvt
hundrede sjeeldne malerier, deriblandt veerker af Rembrandt, Holbein, El Greco,
Pieter de Hoogh — og Vermeer. Et af de kvindelige

familiemedlemmer, der rader over en del af disse billeder, er forelsket i van
Meegeren, men deres forhold ma ikke blive offentligt kendt. Hun flytter nu til et
sted i Italien, og for at sikre sig standsmeessige leveforhold beder hun van
Meegeren om at szelge nogle af sine malerier. Sagerne kompliceres yderligere
af, at myndighederne i det fascistisk styrede Italien ikke tillader, at veerdifulde
kunstveerker szelges ud af landet. Sa alt i alt er hans situation, at han ikke kan
afslore hendes identitet. Den historie kebte kunstverdenen.

Van Meegeren havde ogsa forsegt at male som den modne Scarlett Johansson som Pige med perlegrering i filmen af
Vermeer, men det var ikke lykkedes at male noget, han turde samme navn baseret pa en roman om Vermeer af Tracy
seelge. | stedet forklarede han, at han brugte enkelte dele som  Chevalier.

krukker, stole osv. fra disse malerier i sine egne. Og fx havde

han anvendt Pige med perleorering som forlaeg for en af

figurerne p& Den sidste nadver.

De fleste af de "nye" Vermeer-malerier blev dateret til hans tidlige produktion,
og nogle af disse blev i forvejen anset for at veere knap sa veerdifulde. Men et
maleri som Kristus og disciplene ved Emmaus kunne van Meegeren umuligt
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have lavet! Og hvordan skulle han bzere sig ad med at fa det til at fremtraede
med zegte eeldningstegn? Maleriet havde veeret udstillet i Boyman's Museum i
Rotterdam siden 1937, men blev under retssagen i 1945 taget ned. Tvivlen var
for stor. Museet har i dag lavet en film om hele sagen, som du kan finde her.

Midt under striden begynder van Meegeren at male! | feengslet far han staffeli,
leerred og pensler, og han patager sig at male en "segte" Vermeer for at bevise,
at han kan. Jesus blandt de skriftkloge er titlen pa det nye veerk. Det bliver en
langsommelig proces, da han ogsa er temmelig syg ind imellem. Men som tiden
gar, bliver flere og flere overbevist om, at der er noget om mandens pastand.
Og hans anstrengelser far ogsa konsekvenser for sagen mod ham. Anklagen
for landsforreederi treekkes tilbage, men det gar ikke som van Meegeren havde
regnet med.

| sit eget forsvar havde han naermest bygget sig op som en sand
modstandsmand, der rigtig tog fusen pé tyskerne. Men anklagen for
landsforraederi erstattes nu med en ny anklage for kunstfalskneri. Van
Meegeren blev ikke, som han havde satset pa, lgsladt fra feengslet, og
reaktionen udeblev ikke: Han stoppede alt samarbejde med myndighederne og
opharte med at male. Forinden havde han dog naet at give en del interessante
oplysninger, fx om hvorledes han havde skabt en kunstig seldningsproces. |
oktober 1947 idemmes han et ars feengselsstraf for de otte kunstfalsknerier.
Tilbage var dog stadig tvivlen — havde manden fortalt sandheden? Og hvis han
havde, var det sa den fulde sandhed? Mangekunsthistorikere verden over var
ikke overbevist og mente ikke, at materialet var sikkert nok til at foretage en
endelig bedommelse af, hvad der var aegte, og hvad der vitterlig var
forfalskninger. Men fra van Meegeren var der ingen hjeelp at hente. Allerede 30.
december 1947 dar van Meegeren i feengslet af et hjerteanfald. Han tog sine
hemmeligheder med sig i graven.

Der skulle g& yderligere tyve ar, for man kunne feelde den endelige dom og
afgare, hvilke af Vermeers malerier, der var falske. Det skete i 1967 ved
undersggelser pa Carnegie Mellon University i USA.
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1.4 De tekniske analyser - blyhvidt afslgrer maleriets alder

Van Meegeren havde forsagt at sikre sig mod afslaringer pa alle de mader, han
kunne. Han havde opkabt veerdilose malerier fra samme periode, skrabet
malingen af, men ladet en vis krakelering blive, havde tilfgjet yderligere
krakelering ved forsigtig opvarmning, havde faet fat i noget af den gamle
kostbare maling og holdt sig veek fra syntetiske farver. Men en ting havde han
overset: Der er radioaktive stoffer i en af disse gamle typer af maling, nemlig i
blyhvidt.

Radioaktive stoffer blev opdaget i slutningen af 1800-tallet af blandt andre
egteparret Marie og Pierre Curie. Den historie har vi fortalt i C-bogens kapitel 4.
Radioaktive stoffer er karakteriseret ved, at de er ustabile og spontant henfalder
til andre stoffer. Det nye stof vil ofte selv vaere radioaktivt og derfor ogsa
henfalde til andre stoffer. Sadan fortsaetter det, indtil der er dannet et stabilt stof,
som fx bly 206. Bly 206 er slutproduktet i uran-serien, men der er mange trin
inden da, som illustrationen viser. Z-aksen angiver grundstofnummeret eller
antallet af protoner i kernen.

Z
4 Tabel over henfaldsserien for Uran 238

: Kortlevende isolop: Ty, < 14r
I:I Langtlevenda isotop: T, > 1ar
l a-heniald

B-henfald

Efter opdagelsen af radioaktive stoffer fandt fysikerne Rutherford og Geiger i
1910 ud af, at den spontane omdannelse er styret af bestemte statistiske love:
Antallet af radioaktive omdannelser i et givet tidsrum, dvs. aktiviteten, ma veere
proportional med antallet af radioaktive atomer i materialet. Kaldes antallet af
radioaktive atomer (fx af isotopen Uran-238) for N(t), sa er eendringen i antallet
pr. tidsenhed givet ved differentialkvotienten N’(t). Rutherford fandt altsa ud af,
at der geelder:

N'(t) = —k- N(t)

hvor k er en positiv konstant, der kaldes henfaldskonstanten. Dette er en
differentialligning, dvs. en ligning, hvor den afledede funktion indgar, og hvor
den ubekendte, som vi leder efter, er funktionen selv. | afsnit 3 beviser vi, at den
fuldsteendige lasning til denne differentialligning er alle de eksponentielle
funktioner med forskriften:

N(t)=c-e k!
hvor c er en konstant. Indtil da ma vi acceptere veerktajsprogrammets svar.
desolve (N'=—k-N,t, N) > N=c-e ¥!

| dette tilfeelde med et radioaktivt stof repraesenterer tallet c¢ antallet af
radioaktive atomer til tiden t = 0. Derfor skriver vi ogsa:

N()=N,-e k!

hvor N angiver antal radioaktive atomer til tiden 0. Fra C-bogens kapitel 4,
hvor vi undersggte de eksponentielle modeller, ved vi, at der til enhver sadan
eksponentielt aftagende funktion knytter sig en halveringstid T .

2

2D animation - Radioaktivt henfald (html)
2D animation - Radioaktivt henfald (ins)

1. | et radioaktivt henfald er
aktiviteten, dvs. antal henfald pr.
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N tidsenhed, proportional med
antallet af kerner:

aN _ kN
dt
Ni

2. | et radioaktivt henfald fra en
isotop, der kun eendres ved at
den henfalder, aftager antallet af

kerner eksponentielt:
N=Ng e !
k=018 Tt
—_—f—
[ 1
Qvelse 4.2
a) Hvad er den preecise definition pa halveringstiden?
b) Vis, at 1), 0g at ( 1 )
L —In\ =
In(2
T1=In_(2) k=——2" =#
— —k T 1 l
2 > >

c) | skemaet over uran-serien kan du finde alle halveringstiderne. Beregn
henfaldskonstanterne for nedenstaende radioaktive stoffer:

Stof T1 k
2

U-238 4,47 mia. ar

Bly-210 22,3 ar

Gennem mere end 2000 ar — og altsa ogsa i Vermeers samtid — har kunstnere
anvendt et pigment kaldet blyhvidt i deres maling. Blyhvidt er en forbindelse af
bly og ilt, som fremstilles ud fra bly, der igen er udsmeltet af blymalm. Brydes en
klump malm fri i en blymine, s& vil denne ligeledes indeholde uran, der er
udgangspunktet for dannelsen af bly — samt alle de @vrige stoffer i serien,
blandt andet de langtlevende Radium-226 (halveringstid 1,6 x 10° ar) og Bly-
210 (22,3 ar). Dette skulle vise sig at fa afgarende betydning i afslgringen af
falskneriet. Udregningerne i det falgende er flere steder tilnzermet, idet vi
forenkler modellen og kun tager hensyn til de vigtigste bidrag.

Modellen er gennemgaet i storre detalje i et projekt i kapitel 10.

Lad os betragte tre stoffer i keeden. Lad N,, N, og N, betegne antal atomer af
de tre stoffer, og lad k; og k, betegne henfaldskonstanterne:

— N% m%{ My ——>

Pilene betyder, at der tilfores eller forsvinder stof. Diagrammet beskriver
andringerne i tilstandene for de tre stofmaengder. Regner vi nu gendringer pr.
en bestemt lille tidsenhed, sa beskriver diagrammet altsa aendringen pr.
tidsenhed af antal atomer i det enkelte stof. Her kommer s& matematikken pa
banen: Andringen pr. tidsenhed er netop differentialkvotienten for funktionen,
dvs. N’(t).

Vi fokuserer nu pa stof nr. 2. Pr. tidsenhed forsvinder der k, - N ,(t). Det falger
af definitionen pa henfaldskonstanten. Men samtidig tilfores det, som forsvinder
fra stof nr. 1, nemlig k, - N,(t). Dvs. systemet kan beskrives ved
differentialligningen:

Nzl(t) = de(t) - Nud(t) = k1 - N1(t) - k2 - Nz(f)

Lad os betragte henfaldskeeden fra Radium 226 til slutproduktet Bly-206.
Bortset fra Bly-210 sker nzesten alle henfald gjeblikkeligt, s& hvis vi lader N
veere Radium-226, N, veere Bly-210 og N, veere Bly-206, sa er
halveringstiderne stort set pa 1600 ar og 22,3 ar. Ydermere vil Radium-226 i det
store hele veere konstant over nogle fa hundrede ar (jf. henfaldstiden for
Thorium-230), mens Bly-206 er stabil. Der forsvinder derfor ikke noget fra den
sidste isotop, hvilket gar det simpelt at regne pa modellen.

Forskerne gnskede i 1965 at sammenligne de to hypoteser:
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@ Hypotese 1: Maleriet er udfert for 30 ar siden (af van Meegeren)

@ Hypotese 2: Maleriet er udfert for 300 ar siden (af Vermeer)

Vi regner pa det sidste, dvs. vi seetter t=0i1665. Sa er t =300 i 1965. Da
Radiums halveringstid pa 1600 ar er s& meget sterre end 22 ar, og da vi vil
betragte udviklingen over 300 ar, sa kan vi med god tilneermelse szette antallet
af omdannelser af Radium-226 — altsa starrelsen k, - N () — lig med en
konstant R. Radium-226 virker altsa som et reservoir, hvorfra der strammer Bly-
210 isotoper ud med konstant hastighed.

Differentialligningen kan sa omskrives til:

N, (1) = R— Ky N,(f)

| afsnit 3 viser vi, at den fuldsteendige lasning til denne differentialligning er alle
funktioner med forskrift:

Nz(t)=c-e_k2't+k5 )
2

hvor ¢ er en konstant. Indtil da ma vi acceptere veerktgjsprogrammets svar.

. R —ky t
desolve (N, = —k,*N,, t, N,) > N,=—+c-e
k2
2 Ak,
k, = 0,015 Rl =R, ., for ti,
o G| Al =R for t210,
N, A=048 N, k, = 0,015
" . A | T i —pe B
Ligevangt: N, = = Garmmel ligevasgt: N, = Se= 0 1
e S T == 4 :
" | et radicakiivi henfald fra en isolop, - b
" Mak i g
y der ogsd tilfores kerner fra et konstant i 1_,1[:;}3:““ - .,
B rasarvoir, neermer antallet af kerer sig # b L
ligevaegtavaerdien = eksponentielt: .
P N / ) A T
N,(0) N = .P_ +c-87"" [cnegativ) N,{0) Ny ligavasgt: N, = Y, t—
f t

Vi kan forsta ligeveegten saledes: Radium-226 leverer R henfald pr. tidsenhed.
Hvis antallet af Bly-210 kerner ligger under ligeveegtsveerdien, vil aktiviteten for

Bly-210 ligge under aktiviteten for Radium-226, dvs. N, < kﬁ’ og da k, > 0 kan
2

vi omskrive til k, - N, < R. Alts& vil antallet af Bly-210 kerner vokse, fordi der
tilferes flere end, der forsvinder ved henfald. Det omvendte geelder, hvis antallet
af Bly-210 kerner ligger over aktiviteten for Radium-226. Denne mekanisme
sikrer, at der efter et passende stykke tid vil veere ligeveegt, dvs. at antallet af
Bly-210 kerner vil veere konstant, da der tilfares lige s& mange, som der
forsvinder ved henfald. Noget tilsvarende geelder faktisk ogsa Radium-226, der
af samme arsag vil veere i ligevaegt med Uran-238.

Pa det tidspunkt, hvor man udvinder bly fra malmen for at lave blyhvidt, fierner
man det meste Radium-226, men ikke alt sammen. Der kan veere op til 5%
tilbage af malmens indhold af radium-226 i malingen. Derved forstyrres
ligeveegten mellem Radium-226 og Bly-210, idet der nu vil veere alt for meget
Bly-210. Antallet af Bly-210-kerner vil derfor hurtigt begynde at aftage, indtil
aktiviteten af Bly-210 bliver sa lille, at den igen matcher aktiviteten af Radium-
226. Med en halveringstid pa 22,3 ar vil det derfor typisk tage nogle hundrede
ar, for Bly-210 igen er i ligevaegt med Radium-226.

Qvelse 4.3
Hvis vi vil lgse differentialligningen for blyhvidt numerisk/grafisk vil det veere bekvemt at omformulere
den til en differentialligning for aktiviteten, da det er aktiviteten, der oplyses i skemaet. Aktiviteten for
Bly-210 er som tidligere nzevnt givet ved

A(t) = ky - N ()

a) Vis at differentialligningen for aktiviteten er givet ved A, (f) = k, - R—k, - A,(1).

b) Da vi regner i minutter skal vi passe pa med enhederne! Tegn linjeelementerne for denne
differentialligning i vinduet 10" < x = 2 - 108, -10000 =< y < 100000.

c) Vis, at henfaldskonstanten er givet ved 5,91 - 107° eftersom vi regner i minutter. Talvaerdien for Rog
slutveerdien for A, afleeses i skemaet pa naeste side — dvs. for
Kristus og disciplene ved Emmaus fas 0,8 og 8,5. Omszet 300 ar til minutter for at finde
starttidspunktet.

d) Les nu differentialligningen grafisk og bestem derved aktiviteten af Bly-210 til tiden ¢t = 0, dvs. pa
Vermeers tid, under forudseetning af at det var Vemeer, der malede billedet.
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e) Los herefter differentialligningen symbolsk ved
hjeelp af deSolve-kommandoen og bestem
derved igen aktiviteten af Bly-210 til tiden t = 0.
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Ideen er nu falgende: Hvis vi maler aktiviteten i blyhvidt i maleriet i 1965, og hvis
vi kan finde en formel for, hvordan denne aktivitet udvikler sig over tid, s ma vi
kunne afprave hypotesen om, at det er Vermeer, der malede billedet, ved at
regne tilbage og ansla, hvad aktiviteten har veeret i blyhvidt i maleriet i 1665.
Selv om vi ikke har malinger fra 1665, kan vi vurdere om det tal, vi nar frem til,
overhovedet er realistisk. Vi er altsa interesseret i at finde et udtryk for antallet af
omdannelser af Bly-210 pr. tidsenhed, og vi ganger derfor igennem med kK, i
udtryket (*) ovenfor, sa vi far:

ky Ny()=ky-c-e @'+ R

Qvelse 4.4

a) Vis, ved atindseette t=0, at k, - N,(0)-R= k, - ¢, og udnyt dette til at
vise, at ligningen ovenfor kan omskrives til:

Kyt No(D) - €2 R (€%1) = k, - N,(0):
(Hint: Gang igennem med &2 ).

b) Indseet k, = 0,0311, som vi beregnede i gvelse 4.2, og indseet t= 300.
Vis nu, at (B — R) - 11300 = k, - N,(0), idet vi saetter aktiviteten af Bly-
210 dag, dvs. k, - N,(300), lig med B. Undervejs seettes desuden
6% ' = &' ~ 11300.

Vi har nu en formel, ved hjeelp af hvilken vi kan ansla, hvor stor aktiviteten i Bly-
210 var i 1665. | vores beregninger har vi hidtil anvendt tidsenheden ar, men
selve formlen:

Aktiviteten for 300 ar siden =(B — R) - 11300

t
—/n(z)T_1
afhaenger ikke af den valgte tidsenhed, idet e l=e 5 kun afhaenger
af forholdet mellem den tid, der er gaet og halveringstiden! | det falgende skifter
vi derfor til tidsenheden minutter, idet det gor henfaldstallene nemmere at
forholde sig til.

Malinger pa nogle af de omstridte malerier samt kontrolmalinger pa anerkendte
Vermeer-malerier gav falgende resultater (hvor alt er malt i henfald pr. minut pr.

gram blyhvidt):

Maleriets titel B:Bly 210-henfald R: Radium-266-henfald

Kristus og disciplene ved Emmaus 8,5 0,8
Fodderne vaskes 12,6 0,26
En kvinde lzeser noder 10,3 0,3
En kvinde spiller luth 8,2 0,17
Kniplersken 1,5 14
Soldaten og den smilende pige 5,2 6,0

Bemeerkning: Maleriet Kvinde taget i hor indeholdt den moderne farve koboltbla
og blev derfor allerede afsloret ved forste retssag.

For Kristus og disciplene ved Emmaus far vi nu ved indseettelse af tallene:
k- N,(0) = (B— R)-11300
k, - N,(0) = (8,5 —0,8) - 11300 = 87000

Dette er altsa den beregnede aktivitet i blyhvidt pa Vermeers tid under
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forudseetning af, at det var ham, der havde malet billedet. Hvordan kan vi nu
vurdere om dette er et realistisk tal?

| den malm, hvorfra blyet blev udvundet, var omdannelserne af Bly-210 og
Radium-226 set over korte tidsrum i ligevaegt med omdannelserne af Uran-238,
dvs. at der forsvandt lige s& mange Uran-238-atomer, som der opstod Radium-
226-atomer, og tilsvarende, der forsvandt lige s& mange Radium-226-atomer,
som der opstod Bly-210-atomer. Atomerne omdannes, de forsvinder ikke.
Spergsmalet er derfor, om der findes malm med en sadan Uran-238-aktivitet?
Den gennemsnitlige koncentration af Uran-238 i jordskorpens klipper og malm
er 0,00027%, men der findes ogsa malmarer med koncentrationer helt oppe pa
2-3%. Lad os for at vaere pa den sikre side antage, at vi har en malm med en
koncentration pa 4% Uran-238.

Qvelse 4.5

Fra kemiundervisningen ved vi at 1 mol Uran-238 vejer 238 gram og

indeholder 6,02-1 023 atomer.

a) Hvor mange Uran-238-atomer er der i et gram rent uran?

b) Hvor mange Uran-238-atomer er der i et gram malm med en
koncentration p& 4% Uran-238?

c) Vis, at antal omdannelser af Uran-238 pr. gram pr. minut er ca. 30000.

Tallet 87000 er derfor et helt uacceptabelt stort tal. Det ville svare til
urankoncentrationer pa omkring 15%. Dette maleri er derfor et falskneri!

Qvelse 4.6
Hvilke af de @vrige malerier i skemaet kan afslores som falsknerier?
(Bemeerk, at der altid vil veere en vis usikkerhed pa malingerne.)

Naturvidenskabelig indsigt i radioaktive processer og matematisk modellering af
disse lgste saledes gaden om den falske Vermeer.




2. Introduktion til differentialregninger

En differentialligning er en ligning, hvor den ubekendte er en funktion f. | en
differentialligning optreeder altid den ubekendte funktions afledede funktion f* og
normalt ogsa funktionen f selv. Men der forekommer ogsa simple
differentialligninger, hvor den ubekendte ikke indgar, nemlig differentialligninger
af typen f'(x) = aeller f'(x) = a- x + b. Den type ligninger har vi allerede
beskeeftiget os med i kapitel 3, Integralregning 2. Opgaven med at bestemme
en lgsning betyder i sddanne tilfeelde blot at bestemme en stamfunktion. Vi sa
ogsa, at der er uendeligt mange (grafisk set lodret parallelforskudte) lasninger til
den type ligninger. Skal vi udveelge en bestemt funktion blandt disse mange
lasninger, behgver vi endnu en oplysning. Hvis vi fx kender et punkt pa grafen
for den segte lgsningsfunktion, sa kan vi bestemme forskriften for
lasningsfunktionen. Man siger, at der er givet en bestemt
begyndelsesbetingelse for differentialligningen, dvs. for lasningsfunktionen, og
man kalder ogsa problemer af den karakter for begyndelsesveerdiproblemer.

QOvelse 4.7

Bestem lgsningen til hver af differentialligningerne:

a) f’(x) =2 med begyndelsesbetingelsen: Grafen for fskal ga gennem
punktet P(1,2).

b) f(x) = 4x + 3 med begyndelsesbetingelsen: Grafen for fskal ga
gennem punktet P(0,8).

Der kan ogsa veere tale om differentialligninger, hvor hgjere-ordens afledede
som fx f” optraeder. | sa fald taler vi om anden ordens differentialligninger (eller
tredje ordens osv.). Disse behandler vi seerskilt i kapitel 8.

Eksempler pa forste ordens differentialligninger med en skitse af en
lasningskurve:

1) £'(f) = 0,036 - (1) 2) y = 60-0,002- y

f
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| matematik er der tradition for at anvende betegnelsen f(t)
eller y for den ubekendte funktion. Men andre fag anvender

ofte andre betegnelser. Nar det drejer sig om
beveegelsesrelaterede problemer er der fx i fysik tradition for

at betegne hastighed med v. Symbolerne f’, y’ og %f , eller

ADAM
ot B og ‘Z;—“? betyder det samme. Om man anvender det ene
° eller det andet har ofte baggrund i en tradition i et bestemt

C

fagomrade.

Projektet Graenser for Finansministeriets model
vaekst har udviklet den ADAM indeholder ca. 2000
globale model World3. Der sammenkoblede

er gengivet diagrammer  differentialligninger. Hele
herfra i C-bogens kapitel 1. publikationen kan findes
Du kan finde en her.

videopraesentation her.

En differentialligningsmodel er en matematisk model af et system, hvor de
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forskellige variabelsammenhaenge er udtrykt i én eller flere differentialligninger.
De fleste fzenomener er sa komplicerede, at der skal bruges flere
sammenkoblede differentialligninger til at beskrive dem. Det geelder fx modeller
over Danmarks gkonomiske udvikling eller modeller over verdens tilstand i
projektet Graenser for vaekst. Koblede differentialligninger behandles naermere i
kapitel 8.

| dette kapitel vil vi undersege modeller, der kan beskrives med én enkelt
differentialligning. De fire differentialligninger ovenfor er alle eksempler pa
differentialligningsmodeller, som vi vil studere naermere:

1) f'(t) = 0,036 - f(t) er en model for et befolkningstal, der vokser
med 3,6% om aret.
Lasningen til denne type differentialligning kalder vi for
eksponentiel veekst.

y = 60-0,002 - y er en model for, hvordan forureningen af en bestemt sg
udvikler sig med tiden.

Lasningen til denne type differentialligning kalder vi for forskudt eksponentiel
vaekst.

vV =98 —0.08- —Y_ eren model for hastighedsudviklingen for en kasse i et
' Tt

frit fald med luftmodstand.
' Det er et eksempel pa en generel linezer forste ordens differentialligning.

aB _ 0,000155 - B (2000 — B) r en model for udviklingen i antallet af
t

bakterier som funktion af tiden.

Lasningen til denne type differentialligning kalder vi for

logistisk veekst.

Differentialligningsteorien har tre spor, hver med sine metoder:

De eksakte metoder:

Disse giver os den fuldsteendige lgsning til visse differentialligninger, dvs. vi
bestemmer forskriften for den funktion, der opfylder differentialligningen og de
begyndelsesbetingelser, der er givet. Sadanne metoder er hovedtemaet i dette
kapitel, ligesom de ogsa har stor veegt i kapitel 8.

De numeriske metoder:

Disse kan anvendes, hvor de eksakte metoder ma give op. Og det er desveerre
tilfeeldet i rigtig mange situationer, at differentialligninger ikke kan loses eksakt,
dvs. at vi ikke kan bestemme en regneforskrift for den sggte lasning. De
numeriske metoder giver os imidlertid skridt for skridt tiinaermede lgsninger
baseret pa beregninger af haeldningskoefficienter for tangenter il
lgsningsfunktionens graf, og med et veerktajsprogram far vi hurtigt et visuelt
overblik over lgsningsfunktionernes grafiske forlab.

De kvalitative metoder:

Disse anvendes til at treekke information ud af differentialligningerne uden at
lose dem. | den udstraekning dette er muligt, er det en meget hurtig metode til at
fa overblik.

Afsnit 2.1 behandler denne type af analyse.
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2.1 Kvalitativ analyse ud fra det grafiske forlab af lasningskurver

En differentiabel kurve kan i ethvert punkt pa grafen tilnaermes med tangenten i
dette punkt; vi siger, at grafen er lokalt lineger. Grafisk ser vi det ved, at kurven
og tangenten — nar vi zoomer tilstreekkeligt ind pa et givet punkt — vil veere stort
set sammenfaldende. Symbolsk ser vi det i definitionen pa differentiabilitet i x; i
formeludtrykket:

f(x) = f(x,) + f'(x,) - (x=x;) + E (h) - h, hvor h = x—x,. Her svarer de forste led
jo netop til tangentligningen pa symbolsk form: y = f(x,) + f'(x,) - (x=x,).

Forestiller vi os, at grafen er tilnaermet med tangenter i ethvert punkt, kan vi
betragte den differentiable kurve som stykket sammen af uendeligt mange
linjeelementer.

Definition: Linjeelementer

Et linjeelement er et talszet bestaende af tre tal: (x,, y,, s(X,, ¥,)), hvor
(xy, ¥,) repraesenterer et punkt i koordinatsystemet, og s(x,, y,)
repraesenterer haeldningskoefficienten (s star for det engelske ord for
haeldning, slope) for et linjestykke gennem punktet.

Et linjeelement tegnes som et kort linjestykke gennem (Xx,, ¥,) og med
heaeldningskoefficient s(x,, y,)-

Nar vi har givet en differentialligning, kan vi for ethvert punkt (x, y) indsaette og
udregne tangentens hzeldningskoefficient i det pageeldende punkt, hvorved vi
har tallet s(x, y). Herefter kan linjeelementet tegnes. Gor vi dette for tilpas
mange punkter, far vi et menster af linjeelementer, som antyder graferne for de
funktioner, der er lgsning til differentialligningen. Maske kan vi sa
menstergenkende dette og fa et indtryk af, hvilke funktioner der ser ud til at
veere lgsninger til differentialligningen. Under alle omsteendigheder kan vi fa et
indtryk af de grafiske forlgb for lasningerne i bestemte omréader af
koordinatsystemet, fx nar x gar mod uendelig.

Qvelse 4.8 Tegning af linjeelementer

Vi vil undersgge differentialligningen y’ = 0,5 - y-0,5 - x ved hjeelp af linjeelementer.

a) | hvilke punkter (x, y) er y = 0? Tegn nogle af de tilsvarende linjeelementer.

b) Angiv fem punkter, hvor linjeelementerne har hzeldningskoefficient +1, samt fem punkter hvor
hzeldningskoefficienten er —1. Tegn nogle af de tilsvarende linjeelementer.

c) Udfyld falgende tabel, og tegn de tilsvarende linjeelementer:

(xy) (-5,-3) (3,-1) (0,15) (2,3) (4,4) (6,3) (7.0) (8,-4)
v
d) Skitser en graf, der stort set falger de linjeelementer, du har udregnet i c).

Den grafiske repreesentation af en differentialligning bestar af den samlede
maengde af linjeelementer. Men der kan jo tegnes linjeelementer i alle punkter,
s& det ville sveerte hele planen til, og vi ville ikke kunne skelne
losningsfunktionernes grafiske forlob. Dette skyldes, at vi her ikke ser pa
forlobet af én enkelt graf, men pa forlabet af uendeligt mange grafers forleb. En
graf, der repraesenterer en bestemt lgsning, kaldes ogsa for en lasningskurve.

Vi vil i stedet veelge at visualisere et uddrag af den grafiske repraesentation, dvs.
at vi ngjes med at tegne linjeelementer i nogle af koordinatsystemets punkter,
og vi kan pa den made ved hjzelp af et veerktajsprogram fa et godt indtryk af
forlabet af de forskellige losningskurver.

Den grafiske repreesentation af en differentialligning
bestar af den samlede maengde af linjeelementer.
Men der kan jo tegnes linjeelementer i alle punkter,
s& det ville sveerte hele planen til, og vi ville ikke
kunne skelne lgsningsfunktionernes grafiske forlgb.
Dette skyldes, at vi her ikke ser pa forlabet af én
enkelt graf, men pa forlgbet af uendeligt mange
grafers forlob. En graf, der repreesenterer en bestemt
lasning, kaldes ogsa for en lasningskurve.
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Her ses linjeelementer samt tre losningskurver harende til
differentialligningen y = 0,5- y—0,5- x. Vi kan her fa et tydeligt
indtryk af de forskellige grafiske forleb, adskilt af linjen
y=x+2.

2D animation - Grafisk fremstilling af differentialligning (html)
2D animation - Grafisk fremstilling af differentialligning (tns)

Vi vil i stedet veelge at visualisere et uddrag af den grafiske repraesentation, dvs.
at vi ngjes med at tegne linjeelementer i nogle af koordinatsystemets punkter,
og vi kan pa den made ved hjzelp af et veerktajsprogram fa et godt indtryk af
forlobet af de forskellige losningskurver.

Qvelse 4.9

a) Konstruer selv linjeelementerne i et passende vindue i dit
veerktajsprogram.

b) Tegn ogsé lgsningskurverne svarende til de tre begyndelsesbetingelser
P,(0,2), P,(4,2) og P4(1,5).

Vi kan ikke se formlen for de enkelte lgsningskurver pa illustrationen, men

hvis vi kan geette en, sa kan vi jo afprave den.

c) Vis,at y = x+ 2 er en lgsning til differentialligningen y* = 0,5 y-0,5- x
ved at indszette y = x + 2 og y = 1 i ligningen og se, at det gar op!

| et dynamisk geometriprogram kan man by

ogsa knytte et linjeelement til en graf og YmB5-y- 08-x yax+2-ol
derved se, om grafen er en lgsningskurve. - >
Hvis det er en lgsningskurve, skal / \i\
linjeelementerne folge grafen som sma / \
tangentstykker. "

2D animation - Linjeelement for
differentialligning (html)

2D animation - Linjeelement for
differentialligning (tns)

Praxis: Anvendelse af linjeelementer i undersogelser af
differentialligninger

Tegning af linjeelementer spiller samme rolle i undersggelsen af en
differentialligning, som en grafisk repraesentation af et funktionsudtryk
ger i funktionsundersogelser.

Nar vi har givet en differentialligning, der skal undersgges og tolkes,
og hvortil vi maske skal bestemme lgsninger, sa er forste trin tegning

af linjeelementer. Har vi givet en begyndelsesvzerdi, tegnes yderligere
losningskurven gennem dette punkt.

| det tilfselde, hvor vi kan bestemme formeludtrykket for den
fuldstaendige lgsning, giver det grafiske billede et overblik, som statter
tolkningen af den fuldsteendige losning.

| det tilfeelde, hvor vi ikke kan bestemme et formeludtryk for den
fuldsteendige losning, er det grafiske billede uundvzerligt til at forsta de
forskellige mulige grafiske forlgb og give ideer til en kvalitativ analyse.

Bemeerkning: Ofte kan man selv indstille, hvor taet lineelementerne tegnes. Det
kan have betydning, hvis man skal ud i store intervaller for den uafheengige og
den afhaengige variabel, idet alle linjeelementer repraesenterer en beregning,
og det kan tage lidt tid for veerkigjsprogrammet at visualisere dem alle.

Linjeelementerne til en differentialligning repraesenterer ikke et bevis for, hvilke
lasninger der findes, eller for, hvordan de grafiske forlob af lasningskurverne er.
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Men de kan give en ide herom, som vi kan afprave, som vi gjorde ovenfor med
y = x+ 2. Og de kan understatte en kvalitativ analyse af lasningsmaengden.

Kvalitativ analyse spiller en stor rolle i undersggelsen af koblede
differentialligninger, hvor to eller flere feenomener spiller sammen. Her er det et
centralt spargsmal, om der er en indbygget tendens til at systemet beveeger sig
mod ligevaegt eller udvikler sig kaotisk. Det kan fx veere forholdet mellem antal
rovdyr og byttedyr i et omrade. Men ogsa i undersggelsen af enkeltstaende
differentialligninger kan vi uden at lgse differentialligningen stille spargsmal,
som kan besvares uden at kende lgsningen:

@ Hvad forteeller differentialligningen os om monotoniforholdene for
losningsfunktionerne?

@ Hvad forteeller differentialligningen os om lokale ekstrema og om
krumningsforhold?

@ Kan vi ud fra differentialligningen argumentere for, hvorledes Igsningskurverne
ma forlobe i forskellige dele af planen?

Eksempel: Kvalitativ analyse af differentialligningen y’=0,5-y-0,5-x

"= 0: lesningshenktion e voksende

Grafisk lgsning af ulighederne y’ > 0og y’ < 0 viser, i
hvilke omrader lgsningsfunktionerne er

henholdsvis voksende eller aftagende. Ligningen

¥ =0 har lgsningen y = x. Enhver lgsningskurve, der
krydser linjen y = x, har et maksimum pa denne linje.

Den grafiske repreesentation antyder ogsa, at
koordinatsystemet yderligere opdeles af linjen med
ligningen y = x + 2, som selv er en lgsning til
differentialligningen. Men er det ogsé& korrekt, at
enhver lgsningskurve forlgber enten helt over eller helt
under denne linje?

T

¥"= 0; lasningsfunktion er aftagende

Figuren viser losningskurverne med
begyndelsesbetingelserne (0,3) og (0,5), som er grafer for to
voksende losningsfunktioner, samt losningskurverne med
begyndelsesbetingelserne (0, =3) og (0, —1), som er grafer
for to losningsfunktioner, der hver iszer har et maksimum pa
linjen med ligningen y = x.

Prov selv, at undersgge problemet ved at tegne flere lgsningskurver. | nogle
veerktajsprogrammer kan man treekke i punktet svarende til
begyndelsesbetingelsen og pa den made flytte rundt pa lgsningskurverne.

| omradet over linjen y = x + 2 er y > x + 2, hvilket giver:

y—x>2
05-y—05-x>1 Gangigennem med 0,5
¥y >1  Substituer 0,5 y-0,5 - x med y’

Dvs. i dette omrade er lgsningskurvernes tangenthaeldninger sterre end 1.
| omradet under linjen y = x + 2 finder vi tilsvarende, at
Yy =05y05-x<1

Dvs. at lgsningskurvernes tangentheeldninger i dette omrade altid er mindre
end 1.

Hvis grafen for en lgsningskurve gar gennem et punkt, der ligger over linjen
med ligningen y = x + 2, sa vil alle grafpunkter med en starre x-koordinat ogsa
ligge over linjen, fordi tangenthaeldningen her er starre end linjens hzeldning pa
1. Hvis omvendt grafen for en lasningskurve gar gennem et punkt, der ligger
underlinjen med ligningen y = x + 2, s& vil alle grafpunkter med en starre x-
koordinat ogsa ligge under linjen, fordi tangenthaeldningerne her altid er mindre
end linjens hzeldningskoefficient.

Dette er intuitivt klart. Det kan desuden vises helt reecist ved at bruge
middelvaerdisaetningen, omtalt i kapitel 2.

Men sa kan en lgsningskurve ikke krydse linjen, og den ma derfor ligge helt
inden for et af de to omrader.

Det grafiske forlab kan yderligere underseges med brug af den anden afledede,
der jo forteeller noget om grafers krumning:

Yy =05"x
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y'=05-y—-05-1 Differentier igennem og udnyt, at x’ = 1
y'=05-(0,5:-y—0,5-x)—0,5 Udnyt, at 0,5 y-05-x=y

| omradet over linjen y = x + 2 er 0,5 y—0,5 - x > 1. Indseettes dette far vi derfor:

y'>05-1-05
Yy’ >0
- dvs. at grafen krummer opad.

| omradet under linjen kan vi tilsvarende se, at y” < 0, s& lgsningskurver her
krummer nedad.

Et eventuelt ekstremumspunkt vil optreede der, hvor y = 0,5 y-0,5- x =0,
men dette kan jo kun ske i omradet under linjen, hvor y’ < 1. Isolerer vi y i
ligningen, far vi y = x.

Dvs. at alle lgsningsfunktionernes ekstremumspunkter (her maksimumspunkter)
ligger

pa linjen med ligningen y = x, som jo netop er parallel med og ligger under
linjen med ligningen y = x + 2. Omvendt ma alle lgsningsfunktionerne i omradet
over linjen med ligningen y = x + 2 veere monotone, og da y’ > 1 er de alle
voksende.

Konklusion: Lasningsfunktionerne, hvis grafer ligger i omradet over linjen med
ligningen y = x + 2, har ingen ekstrema, de er alle voksende.
Lasningsfunktionerne, hvis grafer ligger i omradet under linjen med ligningen

¥y = x + 2, har et globalt maksimum, der hvor lgsningskurven skeerer linjen med
ligningen y = x.

¥'> 0: lesningskurverne krummer opad y=05y=-05-x

e

e S
S

=

¥'< 0: lesningskurverne krummer nedad

Grafisk losning af ulighederne y’ > 0 og y’ < 0 viser, i hvilke omrader losningskurverne
krummer opad (er opad hule) henholdsvis nedad (er nedad hule). Enhver losningskurve, der
krydser linjen y = x+ 2 (hvor y° = 0), har et vendepunkt pa denne linje. Men i dette tilfaelde er
linjen selv en losningskurve, sa ingen andre lasningskurver krydser linjen. Der findes altsa
ingen losningskurver med vendetangenter.

Qvelse 4.10

Undersgg den fuldsteendige losning til hver af differentialligningerne ud fra en kvalitativ analyse af
lasningsmaengderne baseret pa en illustration af linjeelementer samt udvalgte lgsningskurver bestemt
ud fra begyndelsesbetingelser, som du selv veelger.

a) ﬂ=y+x b) ﬂ:x-(y+1) c) EZ=)_(
dx dx dx y dx y

Eksempel: Analytiske og nhumeriske metoder

Nar vi lgser en andengradsligning ved at anvende lgsningsformlen og opskrive den eksakte lgsning, kaldes
dette for en analytisk metode. Nar vi bestemmer nulpunkter i et femtegradspolynomium ved hjzelp af et
veerktajsprogram kaldes dette for en numerisk metode. De samme betegnelser anvendes inden for
infinitesimalregningen (differentialog integralregningen samt differentialligningsteorien):

Bestemmes den afledede funktion eller en stamfunktion ved at anvende de forskellige regneregler og
udnytte kendskabet til standardfunktionerne, anvender man den analytiske metode. Men iszer inden for
integralregning spiller numeriske metoder en stor rolle. Arsagen hertil er grundigt belyst i kapitel 3 — der er i
virkelighedens verden kun ganske fa integraler, der kan udtrykkes eksakt ved brug af standardfunktionerne.
De to discipliner: Lasning af differentialligninger og udregning af integraler, er neert besleegtede. Det vil
fremgé tydeligt af de nzeste afsnit. Derfor er det heller ikke sa underligt, at vi godt kan opstille
differentialligningsmodeller for alskens faenomener, men at vi kun kan lgse ganske fa af dem ved hjeelp af
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analytiske metoder. Heldigvis kan vi lase nogle af de helt centrale differentialligninger eksakt, men i de
fleste tilfeelde m& man ty til numeriske metoder.

Optegning af lasningskurver med brug af linjeelementer er et eksempel pa anvendelse af numeriske
metoder. Men vi har ogsa brug for metoder, der fx kan give os funktionstabeller over den sggte funktion
med en meget lille skridtleengde og en meget hgj praecision. Skal man sende en satellit i kredsleb om en
Jupitermane, er der ikke plads til megen ungjagtighed.

Sadanne metoder er udviklet, hvor man ud fra en startveerdi og med brug af sma tangent- og
sekantstumper arbejder sig frem et lille skridt af gangen. Den simpleste, men ogsa den groveste numeriske
metode kaldes Eulers metode. Her vaelger man et

startpunkt (x,, y,) og en skridtlaengde h.

Herefter udregnes tangenthaeldningen s(x,, y,) i startpunktet, og man falger nu tangenten hen til det forste
punkt (x, y;) = (X, + h, ¥y, + h- s(x,, y,)). Derefter benyttes dette punkt som startpunkt, og man falger
tangenten hen til det nzeste punkt (x,, y,) = (x; + h, y; + h- s(x;, y;)) osv.

Man hopper fra tangent til tangent.
2D animation - Numerisk lgsning af differentialligning (html)
2D animation - Numerisk lgsning af differentialligning (tns)

P& hjemmesiden [materiale under udarbejdelse] ligger et projekt, hvor vi gar
dybere ned i numerisk lgsning af differentialligninger, og i kapitel 8 vender vi
tilbage til metoden, nar vi ser p& anden ordens differentialligninger.

Opgaver
Pa hjemmesiden ligger der opgaver i tilknytning til afsnit 2.1.
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2.2 Hvordan opstilles differentialligninger?

Nar vi i matematik skal modellere et bestemt faenomen fra fag som fysik, kemi,
biologi, naturgeografi eller samfundsfag, sa meder vi ofte begreber som
hastighed, acceleration, veeksthastighed, proportionalitet, omvendt
proportionalitet samt udtryk som kvadratet pa, forskellen mellem, ligevaegt
mellem mv. Opgaven er sa i farste omgang at overseette disse begreber og
udtryk til matematik. Dvs. at vi skal oversaette den sproglige repraesentation til
en formel. Her kan vi lade os lede af fglgende regler:

Praxis: Oversattelse fra sprog til formel ved opstilling af
differentialligninger

De variable og andre stgrrelser, der indgar, navngives. Vi har her kaldt
den afhaengige variabel for y.

1. Udtryk som ‘Den hastighed hvormed variablen y aendres’ eller
'Vaeksthastigheden' overseettes til y.

Acceleration er endring i hastighed (v = y'), og overseettes til v

eller (y)=y.

Den relative vaeksthastighed overseettes til ,}‘é

Er proportional med overseaettes til at gange med en konstant k.
Er omvendt proportional med et udtryk z, overseettes til at gange

en konstant k pa 1,
z

Kvadratet pa et udtryk z overseettes til 22,

Forskellen mellem to udtryk oversaettes til en differens mellem de
to udtryk.

Qvelse 4.11

Overseet praksisboksens formeludtryk til notationen %

Eksempel: Newtons afkglingslov

Nar en varm genstand placeres i kaligere omgivelser, som fx nar et bred tages
ud af ovnen, sa afkeles det efter Newtons afkalingslov: Den hastighed, hvormed
temperaturen aendres til tiden t, er proportional med forskellen mellem
genstandens temperatur og omgivelsernes temperatur.

Indfer passende variable, og opstil en differentialligning for, hvordan
genstandens (bredets) temperatur sendrer sig.

Lasning:

Vi betegner tiden med ¢, og méler ¢ fra det tidspunkt, hvor bradet tages ud. Vi
betegner bradets temperatur med T, dernaest seetter vi omgivelsernes
temperatur til S, og endelig betegner vi proportionalitetskonstanten med k. S&
afkoder (overseetter) vi:

Sprog Symbol
Den hastighed hvormed temperaturen sendres til tiden't ... (1)

... er proportional med ... k

... forskellen mellem genstandens temperatur og omgivelsernes temperatur. (S=T)

Konklusion: T" = k- (S-T)

SD-diagrammer

Som en hjeelp til at holde styr pa oplysninger og overseette til symbolsprog
anvendes ofte SD-diagrammer. SD-diagrammerne giver et gjebliksbillede af,
hvordan involverede tilstandsvariable zendrer sig. SD star for System
Dynamics. Metoden, der er udviklet pa MIT (Massachusetts Institute of
Technology), er grundigt behandlet i B-bogens kapitel 6, og vi ngjes derfor med
her at gengive oversigten over symbolerne.

Praxis: Symbolerne i System Dynamics og formalet med SD-diagrammer
Modellens variable. Det er En tilstandsaendring angiver
2endringer i disse tilstande, der noget, der flyder ind eller

kombineres i den samlede model. flyder ud fra den



FEndringer sker ved, at der via en
kilde tilfores noget, eller ved at
der via et dreen udledes noget fra

N

systemet.

Konstanter er faste talstorrelse,
der ikke afhaenger af tiden, men
som pavirker

tilstandseendringerne.

tilstandsvariable. Symbolet
skal illustrere en hane, der

lukker mere eller mindre op.

Informationspilene viser,
hvilke dele af systemet,
tilstandsaendringen er
afhzengig af.

Nar flere informationspile
peger mod samme

hane, s& ganges disse
storrelser sammen.

Der kan veere ydre faktorer,
der pavirker en
tilstandsaendring — eller
mellemregninger

der preeciserer, hvordan
tilstandsvariable pavirker

tilstandsaendringer.

SD-diagrammer tegnes med henblik pa, at vi herudfra kan opstille en differentialligning for systemet. Den afledede funktion y

af y angiver den samlede aendring pr. tidsenhed af den tilstandsvariable og udregnes som summen af alle tilstandszendringer,

der gar til kassen minus alle, der gar fra kassen. Hver af tilstandsaendringerne udregnes ved at gange alle pile sammen, der

peger ind mod denne.

Qvelse 4.12

Stuetemperatur 5 k

Gor rede for, at felgende SD-diagram netop beskriver Newtons afkalingslov:

Qvelse 4.13 At opstille en differentialligning 1

Der lgber vand fra en vandhane ned i et badekar med en hastighed pa 0,4
L/s. Bundproppen i badekarret er lidt uteet, sa vandet leber samtidig ud af
badekarret med en hastighed, der er proportional med vandmaengden i
badekaret (malt i L). Det oplyses, at proportionalitetskonstanten er 0,001 s~

a) Indfer passende variable, og opstil et SD-diagram for situationen.
b) Opstil en differentialligning, der beskriver, hvordan vandmaengden i
badekarret
eendrer sig med tiden.

Qvelse 4.14 At opstille en differentialligning 2

P angiver antallet af individer i en population til tidspunktet t. Den hastighed,

hvormed P vokser til tidspunktet ¢, er proportional med produktet af antallet

af individer til tidspunktet t og forskellen mellem 2600 og antallet af individer

til tidspunktet t.

Det oplyses, at veeksthastigheden er 10, nar der er 100 individer i

populationen.

a) Indfer passende variable, og opstil et SD-diagram, der beskriver
situationen.

b) Opstil en differentialligning, der beskriver, hvordan populationen udvikler
sig.

Tabelrepraesentation

| avelserne ovenfor fik vi oplyst vaerdien af en proportionalitetskonstant — eller
fik oplysninger, der gav os mulighed for umiddelbart at beregne denne. Nar det
drejer sig om naturlove, har vi af og til givet sadanne talveerdier for
proportionalitetskonstanter, men i praksis er det sjeeldent. Det normale er, at vi
selv ma estimere talveerdierne for de konstanter, der indgar, ud fra et empirisk
materiale.
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Lad i det folgende N betegne antallet af individer i en population. Ner en
funktion af tiden t. Vi er interesseret i at bestemme en forskrift for Nved at

opstille og lgse en differentialligning, som N'(t) = % opfylder. En forskrift for

N vil nemlig kunne fortaelle os noget mere grundleeggende om, hvordan antallet
af individer udvikler sig, end vi kan finde ud af ved en simpel opteelling. Habet er
for forskerne, at de kan afdeekke nogle lovmaessigheder, der styrer
populationens veekst.

Vi har en reekke malinger af den relative vaeksthastighed N

malinger der viser, hvordan antallet af individer i populationen udvikler sig set i
forhold til det faktiske antal individer i populationen:

Tiden t 4 5 6 7 8 9 10
Relativ veeksthastighed 0,23 0,21 0,203 0,191 0,171 0,167 0,152

Vi antager, at den relative vaeksthastighed kan beskrives som en lineger funktion
af tiden:

Q

1 N
—=—=a't+b
N t

Resten gennemarbejdes i den falgende ovelse.

Ovelse 4.15 Fra tabelrepraesentation til opstilling af differentialligning

a) Benyt tabellens data til at bestemme forskriften for den linegere funktion
y=a-t+b.

b) Opstil en differentialligning, som funktionen N opfylder, idet du udnytter,

atl.dN _ 4. ¢4 p
N dt
c) Bestem ved hjeelp af et veerktojsprogram en forskrift for N, nar det

oplyses, at populationen til tidspunktet t = 7 bestar af 80 individer.

| afsnit 4.1 gennemarbejder vi et starre eksempel om AIDS-epidemien, hvor vi
anvender logistisk regression pa et tabelmateriale. | B-bogens kapitel 6 har vi i
afsnittet om logistisk vaekst givet endnu et eksempel pa en fremgangsmade til at
opstille en differentialligning ud fra et empirisk materiale.

Opgaver
P& hjemmesiden ligger der opgaver i tilknytning til afsnit 2.2.



2.3 Hvad vil det sige at lose en differentialligning?

Nar vi tager fat pa at lese differentialligningen, er opgaven at finde en funktion f,
der indsat pa y's plads ger ligningen sand. Er udtrykket pa hajre side blot
nogenlunde "pzent", s& kan man bevise, at der altid er lasninger. Det er et svaert
bevis, der horer til videregdende matematik. Maengden af alle lasninger til en
differentialligning kaldes den fuldstzendige lasning. Bemeerk specielt, at f skal
veere kontinuert, dvs. at dens graf skal vaere sammenhaengende. Er der "forbudte
omrader" i planen, fx linjer, der er taget ud pa grund af problemer med
definitionsmaengden, sa kan en lgsningskurve ikke fortsaette ubrudt hen over Uddrag af losningskurver til

sadanne linjer eller "forbudte omrader". CleERtalonboey
y=1--t
X+2

Pa figuren ses et uddrag af lesningskurverne til differentialligningen

y=1- X—+L2 Da differentialligningen ikke er defineret for x = -2, kan ingen

lasningskurve krydse den lodrette linje med ligningen x = —2, som altsa er et

"forbudt omrade". Gennem ethvert punkt i planen indenfor differentialligningens
definitionsmaengde, gar der én og kun én lgsningskurve. Lasningskurverne kan
altsa ikke krydse hinanden. Tilsyneladende har differentialligningen den linesere

funktion f(x) = %  x + 1 som lgsning, men det er netop kun tilsyneladende:

Lasningen er nemlig ikke defineret i x = 2, dvs. at den rette linje, som er graf
for f, brydes op i to grene i punktet (—2,0), s& vi far én lgsningskurve til venstre
for x = =2 og én lgsningskurve til hajre.

De problemer, vi skal lgse, er typisk begyndelsesvaerdiproblemer, dvs. at vi
udover differentialligningen kender en given begyndelsesbetingelse i form af en
oplysning om én bestemt funktionsveerdi (et bestemt punkt pa grafen) for den
funktion, vi sager. Grunden til, at man kalder det en begyndelsesbetingelse, er
blot, at det som oftest i arbejdet med differentialligningsmodeller drejer sig om
en startveerdi. Eksempelvis forureningstilstanden i en sg pa det tidspunkt, hvor
vi begynder at male og undersgge sgen. Eller antallet af bakterier pa det
bestemte tidspunkt, hvor vi begynder vores observationer af bakteriekolonien. |
eksemplet med kassen med forsyninger, vil hastigheden typisk veere 0, nar vi
lader den falde ud over kanten. En lgsning til et begyndelsesvaerdiproblem
kaldes for en partikuleer losning. Der er normalt én og kun én partikulaer
lgsning.

Qvelse 4.16 Anvendelse af vaerktejsprogrammer
til losning af differentialligninger

Undersgag, hvordan man lgser differentialligninger i dit veerktajsprogram.
Repeter eventuelt metoden, der er beskrevet i B-bogens kapitel 6 afsnit 2.
Vivil nu lgse de differentialligninger, vi omtalte i starten af afsnit 2.

a) Bestem de fuldstaendige lasninger til differentialligningerne:
f’(t) = 0,036 - f(t) og y = 60 — 0,002 - y
b) Bestem den partikulzere lgsning til differentialligningen:

vV =98-0,08 —
t+1
nar det oplyses, at v(0) =0
c) Bestem den partikuleere lgsning til differentialligningen:

Cg_? =0,000155 - B~ (2000 — B)

nar det oplyses, at B(0) = 50

Nar man har fundet en lgsning ved hjaelp af et veerktajsprogram, eller man har
faet forelagt en funktion, som kunne veere en lgsning, sa kan man kontrollere
pastandene pa samme made, som man kontrollerer, om et bestemt tal er en
lgsning til en traditionel ligning, nemlig ved at gare prove.

Eksempel: Undersgg, om en funktion er en lgsning til en

differentialligning
Der er givet falgende differentialligning:

9y Y+t x=1 pyor x>0
dx X

Underseg, om f(x) = x - I n(x)—x + 1 er en lgsning til differentialligningen.

Losning:
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Vi indseetter og udregner venstresiden og hajresiden af differentialligningen
hver for sig for at se, om det giver samme resultat.
Venstre side:

f'(x)=(x-In(x) —x+1)

=(x'In(x)) — (x)+ (1) Differentier ledvist
g rg Udnyt produktregel: (f -g) =f g+ f g
=1-/n(x)+x1_1+0
X
=/n(x)+1-1 Udnyt brokregel
= /n(x)
Hajre side:
ytx—1=x-Inx)=x+1+x—1 Udnyt, at y = f(x) og indseet forskriften
X X
= x-In(x) Reducer
X
= /n(x) Udnyt brokregel

Venstresiden og hgjresiden giver altsa samme resultat. Dvs., at nar vi indsaetter f(x) = x - /n(x)—x+ 1

ligningen, sa stemmer den. Altsa er f en Igsning til differentialligningen.

Qvelse 4.17 Gor rede for, at en funktion er en lgsning
til en differentialligning

Gor rede for, at funktionen f(x) = x* - &" er en lgsning til

differentialligningen:

dy_2v,,
dx x

Bemeerk: Selv om sprogbrugen er lidt anderledes her, er problemet og
fremgangsmaden den samme. Forskellen er blot, at formuleringen ger rede
for forteeller os, at f rent faktisk er en lgsning, dvs. at hvis venstre og hgjre
side ikke stemmer, sa har vi regnet galt! Formuleringen undersog fra
eksemplet ovenfor anvendes ogsa i tilfeelde, hvor svaret er: Nej, funktionen
er ikke en lgsning.

Qvelse 4.18
Undersag, om f(x) = 4 - €5 X er lgsning til differentialligningen

9Y =05y
=05y

Opgaver
Pa hjemmesiden ligger der opgaver i tilknytning til afsnit 2.3.



2.4 Anvendelse af differentialligninger uden at lgse dem

En differentialligning giver et formeludtryk for veeksthastigheden y'. Fra
differentialregningen ved vi, at y anvendes til at bestemme monotoniforhold og
eventuelle lokale ekstrema. Det betyder, at vi ofte kan beregne bestemte
veeksthastigheder og svare pa spargsmal vedrgrende lgsningskurvens grafiske
forleb, uden at vi har tegnet linjeelementer eller har lgst differentialligningen og
fundet forskriften for lgsningsfunktionen.

Eksempel: Veeksthastigheden i et bestemt punkt

Ved en bestemt sygdom tilfares patienten den nadvendige medicin intravengst.
Den maengde medicin M (malt i pg), der er i blodet til tiden t (malt i timer),
opfylder differentialligningen:

dM _ 3485003 M
dt

Efter 3 timer er M naet op pa 100 pg. Hvad er veeksthastigheden for maengden
af medicin i blodet, nar der er gaet 3 timer?

Losning:

Vi husker, at aM o vaeksthastigheden. Vived, at M efter netop 3 timer er néet

dt
op pa 100 ug, og at M opfylder differentialligningen. Derfor kan vi blot indszsette

M = 100}lg og udregne hgjresiden:

% =34,85—0,03- 100 = 34,85 — 3 = 31,85

Konklusion: Efter 3 timer er veeksthastigheden for maengden af medicin i blodet
pa 31,85 mg pr. time.

Qvelse 4.19

| en model for udviklingen af antallet af individer i en population betegner
N (1) antallet af individer til tidspunktet t (malt i degn). | modellen antages
det, at N er en Igsning til differentialligningen

% =0,00013 - N - (1000 — N)

og at der er 50 individer i populationen til tidspunktet t = 0.
Bestem vaeksthastigheden til tidspunktet t = 0.

Eksempel: Tangentligningen i et bestemt punkt
Om en funktion f oplyses, at punktet P(1,3) ligger pa grafen for f, samt at
funktionen er lgsning til differentialligningen:

gz=2-x+x-y
dx

Bestem en ligning for tangenten til grafen for f i punktet P.

Lasning:
Tangentligningen har formen:

y=a-x+ b, hvor a=f'(x,)

Herer x, =1, og da f er en lgsning til differentialligningen, bestemmer vi
heeldningskoefficienten a= (1) ved at indseette x=10g y = 3:

f1)=2-1+1-3=5

Nu ved vi, at y =5+ x + b, og vi indsaetter nu punktets koordinater: x =1 og
y = 3, for at bestemmer b:

y=5:x+b
3=5-1+b
b=-2

Konklusion: Ligningen for tangenten til grafen for f i punktet Per y =5 - x-2.



QOvelse 4.20
En funktion f er lgsning til differentialligningen:

dy _ xX*+1
dx y

og grafen for f gar gennem punktet P(2,4).
Bestem en ligning for tangenten til grafen for f i punktet P.

Opgaver
Pa hjemmesiden ligger der opgaver i tilknytning til afsnit 2.4.



3. Eksakt lgsning af differentialligninger - de lineaere typer

| B-bogens kapitel 6 har vi givet de eksponentielle vaekstmodeller en grundig
behandling og illustreret emnet med et fyldig eksempelmateriale. | dette afsnit
vil vi koncentrere os om teorien bag lesningsformlerne.

Vi vil nu afsnit for afsnit arbejde os frem til at bestemme en eksakt lgsning til
den generelle linecere forste ordens differentialligning. Denne har formen:

y =f(x)y+g(x) (*)

hvor f og g er tilfeeldige kontinuerte funktioner. Differentialligningerne kaldes
lineaere, fordi udtrykket f (x) - y + g(x) ligner manstret fra lineaere udtryk som
a-y+b.

Et af de mest veerdifulde redskaber i lasningen af differentialligninger er
falgende seetning fra differentialregningen (saetning 12 i kapitel 2):

Monotonisaetningen

Hvis f er differentiabel i et interval /, sa geelder:

a) Hvis f'(x) > 0 for alle xE I, sa er f voksende i intervallet.
b) Huvis f'(x) <0 for alle x€ I, sa er f aftagende i intervallet.

c) Huvis f'(x) = 0 for alle x € I/, sa er f konstant i intervallet.

Saetningen anvendes ustandselig i differentialregning, bl.a. til bestemmelse af
monotoniforhold. Leeg meerke til, at det er punkterne a) og b), vi anvender i den
type opgaver.

Punkt c) udtaler sig om tilfeelde, hvor f’(x) = 0. | differentialregningen er vi vant
til at knytte dette til undersogelser af lokale ekstrema. Men det er jo i situationer,
hvor f'(x) = 0 i et enkelt punkt. Seetningen udtaler sig om den situation, hvor
f’(x) = 0i et helt interval. Nar dette er tilfeeldet, er f en konstant funktion.



3.1 Differentialligningen y'=k-y - eksponentiel vaekst
Eksponentiel vaekst er karakteriseret ved fglgende:

Den hastighed, hvormed (variablen y) aendrer sig, er proportional med
(variablen y)

hvor man i stedet for parentesen skriver det, som opgaven handler om.

Et standardeksempel pa eksponentiel vaekst er det indledende eksempel ¢ X Bl 1Y)
med et befolkningstal, f(t) der vokser med 3,6% om aret. SD- '

diagrammet ses til venstre. _L_J

Vaskstrate 3,6%

Vi kan umiddelbart afleese differentialligningen som:
f(x) = 0,036 f(t)

Har vi en begyndelsesbetingelse, kan vi ogsa lgse ligningen.
Saetning 1: Differentialligningen y = k- y

Den fuldsteendige losning til differentialligningen:

Y = k- y, hvor ker et fast tal

er maengden af alle funktioner med forskrift:

y=c- ek-x

hvor c er en konstant. Dvs. ethvert reelt tal c giver en lgsning.

Bemaerkning: Vi ved, at den afledede af eksponentialfunktionen €* er funktionen
selv. Vi ved ogsa, at sammensat differentiation giver (€)' = k- & *. Heraf

ser vi, at € ¥ er en lgsning til differentialligningen. Beviset gar ud pa at indse, at
disse funktioner er de eneste funktioner, der kan veere lgsninger til
differentialligningen.

Bevis
Vi anvender foruden monotoniszetningen falgende hjeelpeformler:

Produktreglen: (f-gy=»f-g+f-g (1)
Reglen for sammensat differentiation: (e™' %) = —k-e7*'* (2

Vi gnsker at omskrive differentialligningen, sa den fares tilbage til et
stamfunktionsproblem, som vi jo kan lgse ved hjeelp af integralregning. Leeser vi
produktreglen eller reglen for sammensat differentiation fra hajre mod venstre,
er de begge eksempler paat fare et lidt kompliceret udtryk tilbage til et
stamfunktionsproblem.

Vi omskriver:

y=k-y
Yy —k-y=0 Saml leddende pa venstre side

Dette udtryk kan vi mgnstergenkende som en del af hgjresiden i produktreglen,
idet y spiller rollen som f. Men vi mangler g og f’. Dem kunne vi maske fa frem
ved at gange igennem med en eksponentialfunktion? — jf. bemeerkningen
ovenfor om e *:

Y + (=k)-y=0=0 Anvend fortegnsregel
y-e XX+ (=k)-y-ef*=0-e"*=0-e¥*  Gangalle led med e ¥ * (som ikke er 0)
y-ekXqyy (—k) ek *¥=0=0 Roker rundt og reducer
y-ekXyy-(ehxy=0 Menstergenkend, og udnyt (2)
(y-e ¥ *y=0 Megnstergenkend, og udnyt (1)

Nu har vi en funktion, hvis afledede er lig 0 (dvs. for alle x lig med 0).
| sddan et tilfeelde siger monotonisaetningen, at funktionen er konstant, dvs.

y ek x=c Seet funktionen lig med en konstant ¢
y-e kX g x=c. &% Gang med samme tal € ¥ pa begge sider
=g X Anvend potensregel: - a—x = a’ =1
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Hermed har vi regnet os frem til den lasning, der er formuleret i seetningen.

Qvelse 4.21

a) Tegn linjeelementer til differentialligningen f'(t) = 0,036 - f (t). Overvej
indretningen af grafvinduet.

b) Veelg forskellige startveerdier, og undersgg, om der matematisk set er
forskellige typer af lasningskurver. Kommenter dette, nar
differentialligningsmodellen beskriver et befolkningstals udvikling.

c) Benyt seetning 1 til at bestemme en forskrift for den lesning f, hvorom
der geelder,
at f(0) = 17,4 mio.

Qvelse 4.22

a) Tegn linjeelementer til differentialligningen, der er givet pa formen
y=-.
Overvej indretningen af grafvinduet.

b) Veelg forskellige startveerdier, og underseg, om der er forskellige typer af
lasningskurver.

c) Benyt seetning 1 til at bestemme en forskrift for den lgsning f, hvis graf
gar gennem (1,1).

Eksempel: Diskret og kontinuert veekst.
Under emnet eksponentielle vaekstmodeller i C-bogen oversatte vi den sproglige
formulering:

En population P vokser med 3% pr. tidsenhed

til formlen P = P, - 1,03 - {, hvor P, angiver begyndelsesveerdien og t angiver
tiden.

Her under emnet differentialligninger vil vi overseette den sproglige formulering
til differentialligningen:

p =0,03:p

der har P= P, - €% ! som lasning.

Men 1,03 og €”% er ikke identiske, s& hvordan skal det forstas? Forskellen
bunder i forskellen pa diskret og kontinuert veekst. | det farste tilfeelde er
modellen bygget op over en veekstsituation, hvor veeksten sker pa én gang efter
én tidsperiode. | det andet tilfaelde sker tilvaeksten kontinuert, dvs. lebende,
hvilket giver et lidt sterre bidrag pa grund af princippet om renters rente. Her er
en preecis forklaring pa sammenhaengen mellem de to veekstmodeller.

Opgaver
P& hjemmesiden ligger der opgaver i tilknytning til afsnit 3.1.
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3.2 Differentialligningen y'=b-ay - forskudt eksponentiel vaekst
Forskudt eksponentiel veekst er karakteriseret ved falgende:

Den hastighed, hvormed (variablen y) aendrer sig, er proportional
med forskellen mellem (en konstant) og (variablen y)

hvor man i stedet for parenteserne skriver det, som opgaven handler om.

Et standardeksempel pa forskudt eksponentiel
vaekst er det indledende eksempel

med forureningen af en sg med et bestemt
stof. Sgen rummer 10000 m 3. Hvert minut
lober der 20 m3 ind, hvilket tilfgrer ekstra

60 g af stoffet. Hvert minut laber der 20 m 3
ud. SD-diagrammet for dette system ses

til hajre. Overvej hvorfor k=0,002.

Vi afleeser differentialligningen:

M’(t) = 60-0,002 - M (1)

Seaetning 2: Differentialligningen y = b-ay

Den fuldsteendige losning til differentialligningen:

y = b-ay, hvor aog b er faste tal og a = 0

er maengden af alle funktioner med forskrift:

y=c-e*+b
a

hvor c er en konstant. Dvs. ethvert reelt tal c giver en lgsning.

Bemeerkning: Seetningen behandler et specialtilfeelde af den generelle
differentialligning: ¥’ = f(x) - y + g(x). Hvad er fog g her?

Bevis

1. version

Herfindes et bevis, hvor vi anvender samme metode som i beviset for saetning
1. Dette bevis generaliseres i beviset for seetning 4 nedenfor, hvor a og b er
skiftet ud med funktioner.

2. version
Vi giver her et andet bevis, hvor vi anvender substitution.
Ideen er at fare situationen tilbage til det, vi kender fra saetning 1. Vi omskriver:

y=b-—ay
L _ b\ Seet -audenfor parentes  (¥)
y=-a(y-2)

Vi gennemfarer nu en substitution, hvor vi erstatter y — b med en ny variabel z:
a

b
zZ=y—=
4 a

Differentierer vi nu z, sa far vi y/, idet b er en konstant:
a

Sammenholdes dette med ligningen i (*), sa far vi:
. b
Z =-a- - =
(-9)
Z=-az
Men denne ligning har vi lige lgst i seetning 1, s& vi kan nu regne videre:

Udnyt saetning 1
Substituer tilbage med ;= ,, _ b
a
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Y=o g axy b Flytover
a

Hvilket er den Igsning, seetningen omtaler. \‘;,/

Qvelse 4.23

a) Benyt seetning 2 til at bestemme den fuldsteendige lasning til
differentialligningen y = -0,2y + 50.

b) Los differentialligningen med et veerktajsprogram, og kontroller, at
lgsningerne er ens.
(Hint. Seet fx de to udtryk lig med hinanden, og undersgg, om
veerktajsprogrammet anser ligningen for at veere sand. Husk, at kalde
konstanten c i begge tilfeelde!)

c¢) Tegn linjeelementerne for differentialligningen, og plot lasningerne for
konstantveerdier: ¢ = 1, ¢ = 2 og ¢ = -0,5 i samme koordinatsystem —
kontroller, at de falger linjeelementerne.
(Hint: Begynd med at overveje indretningen af grafvinduet.)

Qvelse 4.24

Et af de indledende eksempler omhandlede, hvordan forureningen af en
bestemt sg udvikler sig med tiden, nemlig differentialligningen

Yy =60-0,002 y.

a) Tegn linjeelementer for differentialligningen, og gennemfer en rent
matematisk undersggelse af, hvilke forskellige typer af lasningskurver, vi
kan fa, ved at veelge forskellige startveerdier.

b) Kommenter dette ud fra, at det er en model over forureningen af en sg.
(Hint: Begynd med at overveje indretningen af grafvinduet.)

c) Benyt seetning 2 til at bestemme den lgsning M, hvorom der gzelder, at
M (0) = 5000, og kontroller lasningen med vzaerktgjsprogrammet.

Qvelse 4.25

Beskriv de asymptotiske forhold for lgsningerne omtalt i saetning 2 (gerne
med udgangspunkt i den grafiske repraesentation i gvelserne ovenfor).
Beskriv, hvordan disse afhaenger af fortegnene for a og b.

Qvelse 4.26 Blyforgiftning
Nar man indtager fade, der er forgiftet med bly, 100
bliver noget af dette deponeret i knoglerne,

) ! TEERERER!
hvorfra det langsomt udskilles igen af R R R
. . . LA TEANNNENNNN
organismen. Udskillelseshastigheden er AR § ‘\ Q } R AR
- L Y L Y C oy
proportional med den samlede maengde s \\‘\ \\\t NN \\\I\ S % 3\ :‘1 :Q‘ Q\
blyindhold, man har i kroppen. Lader vi B(t) NN ARRRRRRRRN
’ ppen. e N WA
betegne det samlede blyindhold i en given g SAJJJJIINL
person, og antager vi, at der ikke lsengere == oo STIIIT
X . . B Ll D e ——— P 20000
indtages bly, sa opfylder B(t) altsa == o e e e
differentialligningen: =10

B(f) = k- B(1)

hvor t er tiden malt i degn fra det tidspunkt, hvor
indtaget af bly stoppede.

a) Bestem proportionalitetskonstanten k, nar det oplyses, at halveringstiden for blyindholdet i levende
organismer er 3000 dagn.

b) Bestem en regneforskrift for blyindholdet i en person, der ikke laengere indtager bly, og som til
tidspunktet ¢t = 0 indeholder 80 mg bly.

c) Hvor lzenge varer det, for blyindholdet er nede pa 13 mg?

Det viser sig, at i det miljg, den pageeldende person lever i, er det umuligtat undga at
indtage bly. Hvert degn deponeres 0,020 mg bly fra kosten i knoglerne.

d) Opstil et SD-diagram, der beskriver situationen, og opstil den nye differentialligning, som B(t) ma
opfylde.

e) Las den differentialligning, du har opstillet ovenfor, med samme begyndelsesbetingelse
som i b).

f) Bestem graenseveerdien af B(t), nar t— oo, og giv en fortolkning af dette resultat.

Opgaver
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ning til afsnit 3.2.

P& hjemmesiden ligger der opgaver i tilknyt



3.3 Differentialligningen y'=f(x)-y+g(x)
Den generelle lineeere farste ordens differentialligning har formen:
y=1fx-y+gx, ()

hvor f og g er tilfeeldige kontinuerte funktioner. Den kan opfattes som en
generalisering af differentialligningen y* = b-ay, hvor tallene —a og b er erstattet
af funktionerne f(x) og g(x). Dette vil vi ogsa udnytte i et bevis for
lasningsformlen. Men vi kan ikke pa samme made som i de forrige afsnit angive
et standardeksempel pa lgsningen til denne. Forskellige valg af de to funktioner
f og g giver vidt forskellige typer af lasninger. Det karakteristiske ved de
linezere differentialligninger er, at funktionen og dens afledede hverken indgar
med potenser eller i sammensatte funktioner af typen sin(y) eller /n(y).

Hvis g(x) = 0 kaldes ligningen homogen. | modsat fald, dvs. hvis g(x) # 0,
kaldes ligningen inhomogen.

Nedenfor skal vi se, at hvis vi er i stand til at lese den homogene
differentialligning, sa kan vi ofte ved en "geettemetode" hurtigt fa last den
inhomogene ligning.

Losning af den homogene differentialligning y’= f(x)-y

Differentialligningen y’ = f(x) - y kan opfattes som en generalisering af
differentialligningen y’ = k - y. | afsnit 3.1 lgste vi denne med anvendelse af de
to differentiationsregler:

Produktreglen og reglen for sammensat differentiation. Samme metode kan
anvendes til at lose den mere generelle ligning

y = f(x) - y. Farst ser vi pa et konkret tilfeelde.

Qvelse 4.27

Los differentialligningen y’ = 2x - y med brug af samme teknik som i beviset

for seetning 1:

a) Saml leddene pa venstre side.

b) |saetning 1 gangede vi igennem med e *. Hvad var arsagen til, at vi
netop valgte
at gange med den? Hvis vi gnsker at falge gangen i beviset for seetning
1, kan du sa begrunde, at vi nu skal gange igennem med ¢**?

c) Omskriv ved hjaelp af reglerne for differentiation af sammensat funktion
til felgende
ligning: /. e + v (%) =0

d) Omskriv ved brug af produktreglen (bagleens) til falgende ligning:
( y: e¥) =0

e) Udnyt dernaest igen monotoniseetningen til at vise, at samtlige lasninger
kan skrives pa formen: y = ¢ . &

Qvelse 4.28
Los med samme teknik som i foregédende gvelse differentialligningen
y = cos(x) - y.

Seetning 3: Differentialligningen y = f(x) - y

Lad f(x) veere en kontinuert funktion, og F (x) betegne en
stamfunktion til f(x).
Den fuldstaendige lgsning til differentialligningen:

y=1f(x)y

er mangden af alle funktioner med forskrift:

hvor c er en konstant. Dvs. ethvert reelt tal c giver en lgsning.

Qvelse 4.29 Beviset for saetningen

Gennemfar selv beviset for seetning 3 ved at folge ideen i avelsen ovenfor:

a) Saml leddene pa venstre side, og gang igennem med e ¥



b) Omskriv ved hjeelp af reglerne for differentiation af sammensat funktion
til folgende ligning: y - 7™ + y- (e7™)y =0

¢) Omskriv ved brug af produkireglen (bagleens) til falgende ligning:
(y-e™™y=0

d) Udnyt dernaest igen monotonisaetningen til at vise, at samtlige lasninger

kan skrives pa formen: y = c- e

Eksempel: Losning af eksamensopgave

| en model for ssammenhaengen mellem laengde og alder for den atlantiske fisk
havkatten antages det, at en havkats leengde L (malt i cm) som funktion af dens
alder (malt i ar) er en lgsning til differentialligningen:

9L _pe19- 670221
dt

| modellen antages, at en 10 ar gammel havkat er 72 cm lang.

a) Bestem en forskrift for L.

b) Bestem ved hjeelp af modellen lzengden af en 16 &r gammel havkat, og
bestem, hvor gammel en atlantisk havkat er, nar den er 40 cm lang.

(STX eksamensopgaver A-niveau 2008)

Lasning:

Vi lgser a)

Vi skaffer os et overblik over de mulige
lasningskurver ved hjeelp af linjeelementer.
Grafvinduet indrettes, sa tiden angivet i ar afseettes
pa 1.aksen, og leengden malt i cm afsaettes pa

-
B o
[=}

R e
St

2.aksen. Vi betragter i farste omgang t-veerdier fra 0
til 20 &r og L-veerdier fra 0 til 100 cm:
5 ]
Metode 1: NS
Vi lgser differentialligningen med brug af desolve:
-10

desolve(L' =0,619-€ %% ! L and L(10) =72, L)
og far lgsningsfunktionen:
L(t) = 98,34 - 0,060%5°%'
Metode 2:
Differentialligningen er af typen: y’ = f(t) - y, hvor vi har erstattet x med t

Losningsformlen ersa: L= c- €™ hvor vi har erstattet y med L Her er
f(t) = 0,619 e 22! Vi bestemmer den kanoniske stamfunktion:

F(=gg1g. 1 __.g022:t. ) Anvend formlen for stamfunktion til
' -0,22 &t
F(t)=—2,814- ¢ 02210 Reducer

Indseet i lesningsformlen angivet ovenfor:
_ L a—0,22:t
L(t) =c-e 2,814 - ¢

For at bestemme konstanten c indseettes de sammenhgrende veerdier t = 10 og
L =72, og vi far:
T2=(. g 2814021

c=98,43 isoler ¢

Konklusion: Forskriften for lasningsfunktionen er L(f) = 98,34 - G ke et

Bemaerkning: Det er samme forskrift i begge tilfaelde, fordi e 2®'* = 0,060 og
e %% =0,8025

Vi loser b)
Hvor lang er en havkat ifelge modellen, nar den er 16
ar gammel? Vi indseetter t = 16 i forskriften og far:

0,22-16

L(16) = 98,34 - g~ 2814 ¢ = 90,484

Konklusion: En 16 &r gammel havkat er ifalge
modellen 90,5 cm lang.
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Hvor gammel er en havkat pa 40 cm ifelge modellen?

|y ] ll’
Vi opstiller ligningen: 90,484 (a1 —~ -
i
Ny
1Rty
Y
;40 .:'{.h,f
]
NP7
5//‘ e S T
g e
g "
T T e e e
DALY SRR T P —
10

98,34 67281 ¢ = 40
og lgser denne med bruge af solve og far t = 5,184.
Konklusion: En havkat pa 40 cm er ifglge modellen 5,2 ar gammel.
Bemeerk, at den grafiske kontrol af lasninger viser samme resultater.

Bemaerkning: | afsnit 3.4 vender vi tilbage til denne sakaldte Gombertz'
differentialligning.

Qvelse 4.30
En differentialligning er givet ved:
Yy =044y

a) Tegn linjeelementer for den fuldstaendige lasning, og plot
lgsningskurverne for de tre partikuleere lgsninger, hvis grafer gar
gennem henholdsvis: (0,3), (2,0) og (-1,1).

b) Benyt seetning 3 til at bestemme den fuldsteendige lgsning til
differentialligningen.

c) Bestem forskriften for de tre partikuleere ved beregning.

d) Les ligningen i et veerktejsprogram, og sammenlign med lgsningerne
bestemt ved hjeelp af seetning 3.

Ovelse 4.31 Linearkombinationer er ogsa lgsninger

Vis, at for en homogen ligning: ¥ = f(x) - y geelder der, at:

Hvis h,(x) og h,(x) er lasninger, sa er ogsa funktionerne

s, * h(x) + s, - hy(x), hvor s, og s, er konstanter, lasninger til denne
ligning.

Sédanne udtryk kaldes linearkombinationer af h, og h,.

Lasning af den inhomogene differentialligning y'= f(x)-y+g(x)

Denne differentialligningen kan som nzevnt ovenfor opfattes som en
generalisering af differentialligningen y’ = b—ay. En af lasningsmetoderne er da
ogsa at falge 1. version af beviset for seetning 2.

Qvelse 4.32
Betragt den inhomogene differentialligning
y=-2y+¢é"

a) Los forst den homogene ligning: ¥y = -2y, og notér for hvert trin, hvilke
formler og saetninger du bruger.

b) Anvend nu samme teknik overfor den inhomogene ligning og omskriv til
folgende:
(,V . eZX)r — eSX

¢) Anvend szetningen om samtlige stamfunktioner til en given funktion (her
funktionen y - €%) til at integrere denne ligning.

d) Isoler dernzest y i den fremkomne ligning, og vis, at lasningen er:

— g SR 1

y=c-e*+ Ee"

hvor c er en konstant.

Vi vil nu anvende samme metode som i gvelsen til at udlede lgsningsformlen til
den generelle linezere forste ordens differentialligning.

Seetning 4: Differentialligningen y = f(x) - y + g(x)

Den fuldsteendige losning til differentialligningen:
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y =f(x) - y+ g(x) , hvor f og g er tilfeeldige kontinuerte
funktioner

er mangden af alle funktioner med forskriften:

y=c-e® 4+ M. rg(x)- e ™¥dx

hvor c er en konstant, og F er en stamfunktion til £

Gvelse 4.33 Beviset for satningen
Gennemfar selv beviset efter samme retningslinjer som ved den homogene
ligning:
a) Flyt leddet f(x) - y over pa venstre side, og gang igennem med e~
b) Omskriv ved hjeelp af reglerne for differentiation af sammensat funktion
til falgende
ligning: y - ™™ + y - (e Ty = g(x) - &
c) Omskriv ved brug af produktreglen til falgende ligning:
(y-e My =gl e
d) Integrer denne ligning, idet vi udnytter seetningen om samtlige
stamfunktioner til en funktion: y- e 7 = [ g(x) - e T¥dx + ¢
e) lIsoler derneest y, og vis, at lasningen er som angivet i seetningen.

F(x)

—F(x)

Qvelse 4.34

Benyt formlen i seetning 4 til at lose differentialligningerne, og kontroller
resultaterne ved hjeelp af dit veerktejsprogram.

a) y=y+x-¢&

b) y =2x-y+ x med begyndelsesbetingelsen y(0) = 1

c) y = _1 e 1, x> 0. med begyndelsesbetingelsen y(1)=2
X 14 %

Eksempel: Integraler der kan opskrives, men ikke "lgses"

Man vil ofte komme ud for, at det integral, der indgar i seetning 4, ikke kan
udtrykkes ved hjeelp af de traditionelle funktioner. Men derfor kan det godt have
god mening at opskrive det. S& nar man siger, at et integral ikke "kan lgses",
skal det forstas sadan, at det ikke kan udtrykkes ved hjeelp af de funktioner, vi
kender. | kapitel 3, Integralregning 2, har vi set, at sddanne integraler kan give
anledning til, at man definerer nye funktioner.

Teethedsfunktionen for normalfordelingen er et eksempel herpa.

Eksempel: Lasning af inhomogene ligninger ved hjzelp af gaettemetode

| de tilfeelde, hvor man godt kan "lose" et integral, men hvor dette fremstar ret
kompliceret, kan man have glaede af felgende sammenhaeng, som vi kommer
nzermere ind pa i kapitel 8:

Lasningsmaengden til den inhomogene differentialligning er lig med alle
funktioner af formen: iy(x) + h(x), hvor iy(x) er én bestemt funktion, som vi
har geettet er losning til den inhomogene ligning, og hvor h(x) repraesenterer
alle lesninger til den homogene ligning.

Gaettemetoder kan selvfglgelig veere tilfeeldige skud, men her kan du finde en
mere systematisk fremgangsmade.

Opgaver
P& hjemmesiden ligger der opgaver i tilknytning til afsnit 3.3.
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3.4 Anvendelse af linezere differentialligninger

FEndring af saltoplesningen i et kar

Et kar indeholder 500 liter af en saltoplgsning. Karret er indrettet med to haner:
En foroven, hvorigennem man kan tilfare veeske, og en i bunden af karret,
hvorfra man kan lade veeske stramme ud.

| karret er der en saltoplgsning pa 5 g pr. liter vand. Vi gnsker, at gge salt-
koncentrationen ved at tilfare en steerkere saltoplasning, der indeholder 20 g pr.
liter.

Vi lukker nu op for de to haner, saledes at der pr. minut stremmer 10 liter af den
koncentrerede vaeske ind i karret og 10 liter af karrets veeske ud af karret.

a) Opstil et SD-diagram over situationen.

b) Lad S(t) betegne den samlede saltmaengde i karret til tiden ¢, hvor t males
fra det tidpunkt, hvor vi &bnede hanen. Hvad er S(0)?

c¢) Opstil en differentialligning, som S(t) opfylder.
d) Las differentialligningen, dvs. bestem en forskrift for S(t).

e) Hvor stor er henholdsvis den samlede saltmaengde og saltkoncentrationen i
karret efter 5 minutter? Efter 20 minutter?

f) Koncentrationen skal op pa 18 g pr. liter. Hvor leenge skal hanerne vaere
abne?

g) Bestem greenseveerdien af S(t), nar t— oo, og giv en fortolkning af dette
resultat.

Gombertz' vaekstmodel — modellering af kreeftsvulsters veekst

| 1964 offentliggjorde en amerikansk forsker Anna Laird en artikel, hvor hun
redegjorde for, hvordan man kan modellere kraeftsvulsters vaekst ved hjeelp af
en sakaldt Gombertz-model, opkaldt efter den engelske matematiker Benjamin
Gombertz (1779-1865).

En kreeftsvulst, som vi for nemheds skyld betragter som en kugle, vokser ved
celledeling i overfladen, mens der ikke tilfares neering til, at cellerne inde i
knuden kan dele

sig. Der geelder saledes, at:

@ Antallet af kreeftceller N (t) er proportional med kuglens rumfang, der igen er
proportional med r(t)%, hvor r(t) er kuglens radius til tiden t.
@ Tilveeksten af nye kreeftceller N’(t) er proportional med kuglens overflade, der
igen er proportional med r(t)>.
a) Argumenter for, at der sa ma geelde:
1

N'(1) ;
N () er proportional med ol

Med baggrund i data fra en reekke forsgg argumenterede Anna Laird nu for, at
radius r(t) vokser proportionalt med en eksponentialfunktion €° ', hvor beer et tal
mellem 0 og 1.

b) Argumenter for, at dette medferer:
N er proportional med d = e
N (D) prop! P

b-t

c) Vis, at i denne model geelder falgende differentialligning for udviklingen af
antal kraeftceller: N'(1) = k- e 1= N (1)

d) Los differentialligningen, og beskriv det grafiske forlab.

e) Hvis du har arbejdet med logistisk vaekst i B-bogens kapitel 6, anfar da
ligheder og forskelle ift. denne model.

Via dette link ligger der et projekt, som drejer sig om at studere Anna Lairds
artikel om Gombertz-modellen.

Optagelse af radioaktivt jod efter atomkatastrofer
| det indledende afsnit fortalte vi historien om, hvordan et kunstfalskneri blev
afslgret pa grundlag af analyser af den anvendte maling. | denne var der rester
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af radioaktivt

bly, og malinger pa aktiviteten heraf var med til at fastsla maleriets rigtige alder.
Det radioaktive bly indgar i henfaldskaeden for Uran-238. Henfaldskaederne er
ganske lange, og det karakteristiske er, at hvert stof i keeden bade far tilfart nyt
stof ved at det "foregdende" henfalder, og mister stof, ved at det selv henfalder.
Dette kaldes dobbelt radioaktivt henfald.

En anden henfaldskaede rummer falgende sekvens (de angivne tal er
halveringstider):

Tellur-131 Jod-131 = Xenon-131

-
1,25 degn 8,05 dagn

Her kan du finde en animation af denne henfaldskaede.

2D animation - Radioaktiv henfaldskeede (html)
2D animation - Radioaktiv henfaldskaede (ins)

a) Opstil en differentialligning, som maengden af Jod-131 ma opfylde.
b) Beregn henfaldskonstanterne.

¢) Indfor passende betegnelser for variable samt startveerdier, og los
differentialligningen.

Henfaldskeeden Tellur = Jod = Xenon er seerlig vigtig,
fordi disse stoffer dannes i atomkraftveerker. Ved ulykker
som Tjernobylkatastrofen i 1986 eller sammenbruddet pa
Fukushimaveerket i Japan efter jordskaelvet i 2011 slipper
de ud i atmosfeeren, og specielt det radioaktive jod er
farligt, fordi vi optager og deponerer jod i
skjoldbruskkirtlen. Og kroppen kan ikke skelne mellem
almindeligt og radioaktivt jod, nar det optages. Den
biologiske halveringstid er 128 degn, hvilket betyder, at
har man forst optaget stoffet, vil man blive bestralet indefra
i ganske lang tid. Resultatet kan ofte veere, at man udvikler

A = f o Fukushima- Tjernobyl-atomkraftveerket
kreeft i skjoldbruskkirtlen. For at undga dette, skal folk, der  iomkraftvzsrketi Japan. e{c[e, uly}l/<ken.

er i risikozonen, spise jodtabletter, sa deres depoter er fyldt

op.

Antag, at der efter et udslip er lige store maengder af almindeligt jod og

radioaktivt jod i atmosfeeren. Dvs. at vi fra start har en fordelingen pa 50%

almindeligt jod og 50% radioaktivt jod.

d) Opstil en model for, hvordan andelen af radioaktivt jod i atmosfeeren og
andelen af radioaktivt jod i kroppen vil udvikle sig (hvis man ikke spiser
jodtabletter).

Antag, at man er naet ud til alle i risikozonen med jodtabletter i lobet af 5 degn.

e) Beskriv, hvordan udviklingen af radioaktivt jod i kroppen nu vil udvikle sig.

Antag, at myndighederne har fastsat en greense, der siger, at man er uden for

farezonen, nar andelen af jod i atmosfeeren og i kroppen er under 2% (og

dermed, at andelen af almindeligt jod kommer op over 98%).

f) Hvor leenge skal man spise jodtabletter?

Pa hjemmesiden [materiale under udarbejdelse] ligger der et projekt, hvor man
kan arbejde videre med atomkraft og radioaktivitet.

Opgaver
Pa hjemmesiden ligger der opgaver i tilknytning til afsnit 3.4.
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3.5 En anvendelse - Da Felix Baumgartner gennembrgd lydmuren

Da Felix Baumgartner d. 14. oktober 2012 steg til vejrs, baret af en
enorm heliumballon, var det hans mal at na s& hejt op, at han ville
gennembryde lydmuren, nar han sprang ud og lod sig falde frit ned mod
Jorden. Man gennembryder lydmuren, nar man flyver hurtigere end 1
lydens hastighed, der ved jordoverfladen er ca. 343 m/s svarende til

1234 km/time. Lydens hastighed afhaenger af tryk, temperatur og

luftfugtighed og er lidt lavere i den hejde, hvor Baumgartner var i frit Nuvamrende rekord

fald. Han ville derfor gennembryde lydmuren, hvis han opnaede en J vE

hastighed pa ca. 290 m/s svarende til 1044 km/time. &

Den officielle rapport, som kan hentes her, forteeller om faldet, at han

naede op pa en hastighed pa 1342 km/time, svarende til 373 m/s. Vi vil

Baumgartners udspring
£ 36.500 m

nu forsege at modellere dette spring. Der er en reekke antagelser Frit fald:
N L ) Fi t

undervejs, s& modellen kan kun blive tilnaermet, men det kan vise ;:fmp:‘ )

styrken i metoden. Modellen kunne opstilles for springet og fortaelle, om lydmuren

malsaetningen var realistisk og vise, hvor hgjt han skulle op, for at det
kunne lykkes.

| et frit fald er man underlagt Newtons 2. lov, der siger, at den samlede » ) M‘.:'?D?:
kraft F, der virker pa en genstand, er lig med genstandens masse m

ganget med accelerationen a:
—  Mount Everest
BE4ABm

F=m-a

Den samlede kraft F bestar af to modsat virkende kreefter:
Tyngdekraften, der traekker genstanden ned mod Jorden, og
luftmodstanden, der virker bremsende pa bevaegelsen.

Accelerationen er lig med aendringen i hastigheden til et givet tidspunkt.
Dvs. at den funktion, der beskriver accelerationen som funktion af tiden,
er lig med den afledede funktion af hastighedsfunktionen, som jo ogsa
er en funktion af tiden.

Hvis vi lader s(t) betegne det stykke vej genstanden har beveeget sig i lebet af
tidrummet ¢, sa er hastigheden bestemt ved den afledede funktion af s(t), og
tilsvarende er accelerationen bestemt ved den anden afledede af s(t). Altsa har
vi forelabig falgende ligninger:

Her er der adgang til en video, der viser
Baumgartners spring i realtime.

v(t) = s'(t)
a(t) = v (1)
F=m-alt)=m-v(t)=m-s"(t)

Befinder man sig i det tomme rum, er man alene pavirket af tyngdekraften, men
nar eksempelvis astronauter vender tilbage fra rummet og rammer atmosfeeren,
sa pavirkes de af luftmodstanden, der bremser rumkapslen og derved
omdanner bevaegelsesenergi til varmeenergi. For tyngdekraften gaelder den
simple formel:

Ftyngde= m-g

hvor g er tyngdeaccelerationen. Tyngdeaccelerationen varierer en smule fra
sted til sted pa Jorden, og falder en smule, nar vi bevaeger os veek fra Jordens
centrum, men vi szetter den til en fast vaerdi pa 9,8 m/s2. Selv om 39 km er en
ekstrem hgjde (det svarer til fire Mount Everest'er stablet ovenpa hinanden!) sa
giver det kun et fald pa ca. 1% i veerdien af g.

Gvelse 4.35 Modellering af tyngdeaccelerationen
Her kan du finde en gvelse om tyngdeaccelerationens afheengighed af
hajden.

Qvelse 4.36 Modellering af frit fald uden luftmodstand

Vi antager, at den farste del af Baumgartners fald kun er pavirket af

tyngdekraften. Vi vil udregne, hvor stor en distance Baumgartner skal bruge

for at veere sikker pa at sla rekorden.

a) Gor rede for, at et fald uden luftmodstand kan beskrives ved ligningen
V(t) = g, og at en lgsning hertil er v(f) = g- t, hvor
begyndelsesbetingelsen er v(0) = 0

b) Ger rede for, at den streekning, han har tilbagelagt, kan beskrives ved
ligningen:
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s(f) = % - g+ & hvor begyndelsesbetingelsen er g(o) = o

c) Lad os veere pa den sikre side: Hvor mange sekunder gar der, for hans
hastighed er 343 m/s?

d) Hvor lang en straekning skal Baumgartner bruge — dvs. hvor hgjt oppe
fra skal han springe, for at han i sit fald kan vaere nogenlunde sikker pa,
at han vil kunne na at opna lydens hastighed?

e) Hvis der overhovedet ingen luftmodstand var pa vejen ned, hvor lang tid
ville faldet sa vare, og med hvilken hastighed ville Baumgartner sa
ramme Jorden?

Ingen far Baumgartner havde gennembrudt lydmuren. Derhavde veeret
forseg med frit fald fra hgjder pa omkring 30 km. Det var forsgg, der blev
gennemfert under den kolde krig af USA og Sovjetunionen for at
undersgge, om piloter kunne redde sig ned i live, hvis deres fly blev
skudt ned i de hgjder. En af de beromte episoder under den kolde krig
drejede sig netop om Sovjetunionens nedskydning af et amerikansk U2-
spionfly. U2-flyene blev opfattet som veaerende usarlige, fordi de

i hoi . i Resterne af det nedskudte U2-fly
opererede i hgjder pa ca. 21 km, men da maskinen blev skudt ned, T e o e

overvejede den amerikanske haer, om man kunne ga op i 30 km eller
mere.
"'-= 2 .. Fa maneder efter nedskydningen

g ;gennemfarer en amerikansk pilot Joe
Kittinger en raekke forseg med udspring fra
godt 30 km's hgjde. Her er der adgang til den
historiske film, der viser Kittingers fald.
Kittinger ndede i sit frie fald op pa en
hastighed pa 988 km/time, far han udlgste

Joe Kittinger forlader sin kapsel i 1960 i Sin faldskeerm.
31,6 km's hajde.

Nar Kittinger ikke naede helt op pa lydens hastighed, var det, fordi han blev
bremset lidt i den tynde atmosfzere. Derfor ville Baumgartner op i sa tynde
luftlag, at luftmodstanden stort set er vaek. Er man over 30 km's hgjde, er

luftteetheden sa lille, at vi i ferste omgang kan se bort fra den i udregningerne.

Eksempel: Modellering af frit fald med luftmodstand

Vi lzegger en lodret x-akse, der er orienteret opad, og vi regner
afstande i meter, sa Baumgartners gondol befinder sig i hgjden 39014.
Nar han springer ud, vil han vaere pavirket af en samlet kraft pa

F samiet = F 1usF tyngae» 09 derfor ifalge Newtons 2. lov vaere underlagt
bevaegelsesligningen:

Felix Baumgartner forlader sin
rumkapsel i 39 km's hojde.

m'a=Fsam/et=Fluft_Ftyngde

der kan overseettes til differentialligningen

Q

m-

4 *
t=Fsamlet=Flufr_m'g )

Q

Mens tyngdekraften er let at handtere, er det ganske anderledes med
luftmodstanden. Den afhaenger grundlaeggende af formen og massen af det
legeme, der falder. Hvis det er et legeme, der ikke er tungt og har en beskeden
udstreekning, sa er luftmodstanden proportional med hastigheden v. Er det et
legeme som Baumgartner, sa er luftmodstanden i stedet proportional med v2.
Det samlede udtryk for luftmodstanden kan erfaringsmaessigt skrives saledes:

Fln=g' AV Pk C

hvor de starrelser, der indgar, er:

@ Tveersnitsarealet A af den genstand, der falder. For Baumgartner saetter vi
denne til 0,45 m?.

@ Hastigheden v (malt i m/s), der bade kan betragtes som en funktion af tiden t
og af hojden x.

@ | uftteetheden P(x) i hejden x. Denne modellerer vi nedenfor i avelse 4.37.

@ Modstandskoefficienten C, der afhaenger af bl.a. legemets form. Den seettes
her til 1,3.

Indszsttes udtrykket F,,, = % AP Ci ()
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far vi differentialligningen:

av_ g

md_ sam/etzé'A'VZ'p(X)'C_m'g(”)

Baumgartners masse saetter vi til m = 120 kg (jf. figuren). Det er
veegten af Baumgartner med dragt pa. Bemzerk, at de naevnte
talveerdier for A og C er anslaede veerdier og derfor ret usikre.
Tveersnitsarealet afheenger bl.a. af, hvordan han falder, fx om han
falder vandret eller lodret. Modstandskoefficienten afhaenger faktisk
ogsa lidt af hastigheden, men det ser vi bort fra her.

De forskellige talveerdier indseettes nedenfor.

@velse 4.37 Modellering af lufttaetheden

Som en tommelfingerregel kan man regne med, at luftteetheden falder til det

halve, for hver gang man stiger 5 km til vejrs i atmosfaeren (se fx figuren

side 199).

a) Gore rede for, at luftteetheden i hajden x meter over Jordens overflade
er givet ved PXx) =P, 70:000139 * xhvor P, er luftteetheden ved
Jordens overflade. Luftteetheden ved jordens overflade kan vi seette til
1,2 kg/m3. Den afhaenger bl.a. af temperaturen, men vi ser bort fra
lokale variationer.

b) Hvor mange procent er luftteetheden faldet til i 30 km's hgjde?

c) | hvilken hgjde er luftteetheden faldet til 1%?

| differentialligningen (**) indgar v som funktion af tiden, mens (x) er en
funktion af hajden. Vi ensker at opstille en model for, hvordan hastigheden
varierer gennem det frie fald mod Jorden, dvs, at vi ensker at beskrive
hastigheden v som en funktion af hgjden x.

Lader vi x(f) angive Baumgartners hgjde over Jorden til tiden t, sa har vi
falgende system:

— _dx
v(t) = v(x(1)) og v(t) = o

Vi betragter altsa v som en sammensat funktion. Ideen i den falgende
omformning er, at fa v/(x) frem ved at udnytte reglen om sammensat
differentiation.

Fra fysik ved man, at der er en naer sammenhzeng mellem energi og kraft. Lidt
populeert sagt far man energien som et bestemt integral af kraften og omvendt
fremkommer kraften ved at differentiere energien. Baumgartners

beveegelsesenergi kan udtrykkes ved formlen E ;= % -m - V?, s& det giver

derfor god mening at undersgge, hvad der sker, hvis vi differentierer udtrykket
for beveegelsesenergi.

9E =g (1 2
ax a(g'm' v?)
=§-m-%(v(x)2) Saet konstanter udenfor differentialkvotienten
=1.m 2-ux)-9YX)  Udnytreglen om sammensat differentiation
2 dx
=m.dx. dv(x) Reducer, og udnyt |, — dX
dt dx dt
=m0 @Y Udnyt reglen om sammensat differentiation
dt
=m-a=F

saml et

Specielt giver omskrivningen os falgende udtryk:

saml et (***)

1...d 2y _
> m dX(v(x)) F

Vi har nu to udtryk for F__ .. (**) og (***). Dem samler vi, sa
bevaegelsesligningen skrives pa formen:

1..,.d 2=1.,..2. A .
5 m dX(v(x)) 5 AV-PX)-C—m-g
1 o e =1.4.2. @ il Erstat symbolet d_med ()’
3 M (VA(x)) 5 A V-P(x)-C—m-g —
() =A-C.px-2-2-g Divider med m og gang med 2
m

Substituerer vi endelig y = V2, far vi nu en linezer differentialligning i kvadratet
pa hastigheden:
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,_A-C. U —D. -
.V—T Px)-y—2-g (***)

Qvelse 4.38
| eksempet ovenfor, Modellering af frit fald med luftmodstand, og i gvelsen
ovenfor, Modellering af luftteetheden, har vi angivet veerdier for de forskellige
symboler, der indgar i (****). Indseet nu dem, og ger rede for, at
differentialligningen forenkles til

y =0,00585 - y - @ 200139 X _ 19 6

hvor x er hgjden over jordens overflade, og y er kvadratet pa hastigheden.

Vi er nu klar til den egentlige udfordring:

Modellering af frit fald med Iuftmodstand i en atmosfeere med
eksponentielt aftagende lufttaethed. Differentialligningen bestar af to
led, hvor det farste vedrarer luftmodstandens indvirkning og det andet
led tyngdekraftens indvirkning pa bevaegelsen. Samtidigt vil vi gerne
holde styr pa lydens hastighed. Den varierer med savel luftteethed,
temperatur som luftfugtighed. Men i en forenklet model over
atmosfeeren ser dens variation ud som pa illustrationen.

Bemaerk, at de afhaengige variable er afsat ud af 1. aksen, den .
uafhaengige hgjde er afsat op af 2. aksen. :ﬂruwﬁ =

&

Gvelse 4.39 Modellering af lydens hastighed

a) Forklar, hvordan vi skal forsta enhederne pa 1.aksen og de fire grafer.
Beskriv dem med ord.

b) Opstil for hvert af hgjdeintervallerne [0;11], [11;20], [20;31] og [31;40]
ligninger for lydens hastighed (MACH) som funktion af hgjden x over
jordens overflade, hvor hgjden males i meter.

@velse 4.40 Finalen: Frit fald med luftmodstand i en atmosfaere med
eksponentielt aftagende luftteethed
a) Tegn linjeelementer for differentialligningen y’ = 0,00585 - y - e %°%°3%"X_19 6 hvor hejden x laber
fra 0 til 40000 m, og hastighedskvadratet y laber fra 0 til 200000 m2/s2 (svarende til en maksimal fart
pa ca. 450 m/s).

b) Veelg begyndelsesbetingelser svarende til Baumgartners fald, dvs. (39000,0) og Kittingers fald
(30000,0).

c) Indtegn de rette linjer, der svarer til frit fald uden luftmodstand i de to tilfeelde. Hvor langt skal man
falde — sadan ca. — for luftmodstanden for alvor ger sin indflydelse gzeldende?

d) Bestem den maksimale fart i begge tilfaelde. Har du lavet ovelse 4.39, sa indtegn ogsa grafen for
kvadratet pa lydens fart. Bliver deres spring supersoniske? | hvilke hgjder sker det i givet fald?

e) Gar rede for, at ligevaegtskurven, hvor y’ = 0, er givet ved y = 3350,43 - 1,00014*.
Gor rede for lgsningskurvernes monotoniforhold.

f) Beskriv lasningskurvernes kvalitative opfarsel, gerne med inddragelse af fysiske begreber.

Ligavamgt:
acceleration = 0
Vi ser nu, at et spring fra 39 km ifglge modellen 200000 regativ | positi
Ay acceleration acceleration

giver en maksimal fart pa 381,5 m/s. Det
rapporterede maksimum var 379 m/s. Sa han var

langt forbi lydmuren. Et spring fra Kittingers hgjde w"m
pa 31,6 km ville ifalge modellen give en hastighed I
pa 278 m/s, hvilket er et stykke under lydens B
hastighed. Baumgartner var saledes ngdt til at wﬁﬁ:

komme op i disse hgjder for at veere sikker pa at
gennembryde lydmuren.

[t

-5000

Joe Kittinger  Fslix Bausmgartner
—20000

Her ligger en interaktiv model af denne graf, hvor man
eksperimentelt kan undersege, hvorfra man skal springe for
at bryde lydmuren:

2D animation - Hvornar gennembrydes lydmuren? (html)
2D animation - Hvornar gennembrydes lydmuren? (tns)

Qvelse 4.41
a) Hvor hgijt skulle han op ifalge modellen for at veere sikker pa at opna
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lydens hastighed?

b) Hvor falsom er modellen i forhold til vores estimerede valg af
parametervaerdierne? Hvor meget aendres fx maksimalhastigheden,
hvis vi eendrer A med 10%?

Her kan du se et projekt, hvor vi dykker dybere ned i modelleringen af Felix
Baumgartners supersoniske fald. | kapitel 11 om matematik og fysik laegger vi
op til at undersage forskellige former for fald, bade teoretisk og eksperimentelt.


http://gymportalen.dk/sites/lru.dk/files/lru/docs/Projekt_4-4_Baumgartners_fald_-_ekstra_materialer.pdf

4. Eksakt lgsning af differentialligninger - logistisk vaekst

| B-bogens kapitel 6 har vi grundigt behandlet den logistiske veekstmodel og
illustreret det med et fyldigt eksempelmateriale. | dette afsnit vil vi koncentrere
os om teorien bag lasningsformlerne.

Standardeksempler pa logistisk veekst er:

@ udviklingen i en population, der har begraensede ressourcer at leve af
@ udviklingen i antal smittede i en bestemt befolkning, i en epidemi, hvor
sygdommen breder sig ved at raske kommer i kontakt med smittede
@ udbredelsen af et rygte i en bestemt afgraenset befolkningsgruppe
Den logistiske differentialligning skrives pa en af falgende tre mader:

1.y=by—ay 2 y=y(b-ay B8 y=ay M-y

De tre former er identiske forstaet pa den made, at vi altid kan omskrive fra den
ene til den anden.

Den farste form udtrykker, at der som udgangspunkt er tale om eksponentiel
vaekst, men at der er noget i systemet, der hsemmer vaeksten, nemlig leddet
—a- y2. Efterhanden som y vokser, vil dette led blive stadigt mere dominerende
og medfare, at veeksten klinger af, efterhanden som vi neermer os en gvre
greense. Den anden form er blot en omskrivning af dette, idet y her er sat uden
for parentes.

Den sidste form indeholder et symbol M for denne gvre greense. Er det fx en
model for en epidemis udbredelse, udtrykker differentialligningen pa denne
form, at den hastighed, hvormed epidemien breder sig, er proportional med
produktet af antallet af smittede y og antallet af raske (M —y).

Vi udleder nu lgsningsformlen.
Seetning 5: Den logistiske differentialligning

Den fuldsteendige lgsning til den logistiske differentialligning,
skrevet pa en af formerne, hvor a, bog M er positive faste tal:

1.y=b-y—a-y¥ 2.y=y-(b—a-y) 3.y=a-y-(M-y)

er funktionen y = 0 samt maengden af alle funktioner med forskrift:

b b

M
ly=— &8 _  2.y=__ &8 = 3 y=__ ¥
14+c-e 2! 14c-e bt [ ae@o@ e el

hvor c er en konstant. Dvs. at ethvert reelt tal c giver en lgsning

Bemaerkning: Tilfeelde 2 fremkommer af tilfeelde 1 ved blot at seette y uden for
parentes. Den indeholder ikke nogen nye parametre, og derfor udtrykkes
losningsformlen for tilfelde 1 og 2 pa samme made.

Bevis
Vi tager udgangspunkt i differentialligningen skrevet pa formen:

y=by-ay

Vi ser ved indseettelse, at y = 0 er en lgsning. Hvis g(x) er en lgsning, sa er
g(x) differentiabel og dermed kontinuert. Hvis g(x) ikke er nulfunktionen, s& er
g(x) = 0 et eller andet sted. Men da g er kontinuert, sa ma der geelde, at

g(x) # 01 et helt interval. Vi regner derfor i farste omgang inden for dette
interval.

Vi lgser differentialligning ved at foretage omskrivninger, sa vi kan udnytte
seetning 2.

y=b-
Y=by_a)y Divider med y?
7 7

= Forkort
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Y b_,
vy
L.y=1l.p—2 Udnyt brekregel
¥ y
y2.y=y"'-b—a Udnyt protensregel
-y 2 y=a-by" Gang med -1 *

y er jo en funktion, som vi kan kalde f(x). Skrev vi dette ind i ligningen, ville den
se sadan ud:

—(F())2- (f(x) =a—b- (f(x)" Indszet f(x) i stedet for y
Arsagen til, at vi gor dette, er, at vi nu bedre kan se, at y~' = (f(x))™ faktisk er
en sammensat funktion.

Seetningen om differentiation af sammensat funktion giver nu

) =N = =1 (FN 2 (FX)) ==y 2y ()

Men det er jo lige praecis udtrykket pa venstre side!
Sa ligningen (*) kan derfor skrives:

(yy=a—b-y! Indseet (**) i ligningen (*)

Dette ligner differentialligningen i saetning 2.
Vi foretager substitutionen z = y~' for at fa billedet helt klart frem:

Z=a-b-z Erstat y~' med z

Herefter udnytter vi saetning 2 til at opskrive et udtryk for z, hvor vi kalder
konstanten for c,:

z=c,re P + 4

b

aog b er byttet om i forhold til seetning 2

og nu substituerer vi tilbage med z =y~ " = }/
1= —-b-x 4 a
Z=c,e ¥+ 2
y b
y=___ 1 Udnyt en brokregel
C1 . e—b X + a
y= 1.b Forleeng med b
a a
9-01 ebxpalb
a b a
= b Reducer, og kald b. . for o
a 2 &
c-e P 41

Ved at bytte om pé de to led i naevneren ser vi, at vi har fundet formlen i

seetning 5. v

Qvelse 4.42

Den indledende kommentar om, at vi regner i et omrade, hvor y er
kontinuert og #0, kan vi nu uddybe. Hvis c er positiv, er y defineret for alle
tal.

Antag c er negativ. Hvilke intervaller kan veere mulige definitionsmaengder
for y?

Hvilken af de to, afgeres af begyndelsesbetingelsen. Denne talmzengde er
altsa den storst mulige sammenhaengende maengde, hvori funktionen aldrig
bliver 0.

Qvelse 4.43

a) Gore rede for lgsningsformlen i tilfeelde 3, hvor y = a- y - (M —y), idet
du udnytter, at M kan udtrykkes ved parametrene aog b, og anvender
dette i den netop udledte
losningsformel.

b) Ger rede for, at den logistiske differentialligning har to konstante
funktioner som lgsning, nemlig y=009 y= b.

Eksempel: Asymptotiske forhold for logistisk vaekst



Differentialligning

i =
700007
470047
LA A
197777
199447
250007
s #~
- -

9B _ 0,00015 - B- (2000 — B) i
ot 777
7%
beskriver udviklingen i en bakteriekoloni, idet B vy
angiver antallet af bakterier, og t angiver tiden (malt i ?’; ;; E
minutter). ;, ,/, ,/;
{0,50)

Vi afkoder: Beereevnen, dvs. den gvre graense for - S

antallet af bakterier i kolonien, er 2000.
Vi far yderligere oplyst, at der til tidspunktet =0 er
optalt 50 bakterier.

Lesningsformlen giver saledes, at

B() = 2000 _ 2000
1+c- e—0,000155 -2000 - t 14+c- e—0,31 o {f

Vi indseetter t = 0 og B = 50 for at bestemme c:

50= 2000
50= 2000 Udnyt, at €° = 1
1+c
50 (1 + ¢)=2000 Gang (1 + c) over
1 + ¢=2000 Divider med 50
50
c=40—1=239 Isoler ¢

Forskriften for den sagte lgsning bliver saledes:

B(t)= 2000 Indseet ¢ = 39
1439 031!

Hvad sker der, nar t -» —o0? Hvad sker der, nar t—» +o?
Vi kender eksponentialfunktionernes egenskaber, sa vi ved, at

—0,31 -t O 6 s, o Y fre> =G

e -0 nart—->oog e
Heraf far vi, at

1+39:-¢ %" 'S 1narts>oog1+39:-e %" '50nart-—o

og endelig at
2000 s 2000 s
W—»ZOOO nér t— cog W—»O nart—
Konklusion:

Linjen y = 2000 er en vandret asymptote til grafen, nar t - co.
Linjen y = 0 er en vandret asymptote til grafen, nar t - —co

— oo

Qvelse 4.44

Formuler og argumenter for de asymptotiske forhold for logistisk veekst

generelt

Eksempel: Hvor er veeksthastigheden storst for en ikke-konstant
funktion?

Metode 1:

Anvend viden om andengradspolynomier.

logistisk

Differentialligningen y’ = b- y—a- y? er en ligning, hvor vi kan betragte y’ som
den afhaengige variabel og y som den uafhaengige variabel. Dvs. at vi ser y’

som en funktion p af y:
y=py)=by—ay ()

Men her star jo, at p(y) er et andengradspolynomium, der vender
grenene nedad. Toppunktet er da et maksimum, som i dette tilfeelde
repraesenterer den maksimale vaeksthastighed.

Formlen for toppunktet for et andengradspolynomium pa formen
plx) = ax® + bx + cer:
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Vi udregner 1.koordinaten y; (y er jo vores uafhaengige variabel) til
toppunktet for (*):

b _1.b_1 ]
=—_b _ b _1.b_1py
Yr="5 =3~ 2a 2a 2

hvor vi udnytter, at M =

Men M er samtidig den gvre greense, sa den maksimale veeksthastighed
indtreeffer altsa altid, nar vi er naet halvvejs op til den gvre greense!

Metode 2:

Anvend den dobbelt afledede y"

Vi sgger maksimum for funktionen y’. Et eventuelt maksimum bestemmes ved
hjeelp af den afledede funktion af y/, dvs. ved hjeelp af y”. Vi skal forst
bestemme y” og dernaest undersgge, hvor denne er 0.

y” bestemmes ud fra differentialligningen:

y=by-ay
(yy=b-y —a- (% Differentier pa begge sider
y'=b-y—a2-y-y Udnyt reglen om sammensat differentiation pa
2y
y'=(b-2-ay)y Seet y' uden for en parantes

Yy~ ersaledes 0, nar (b2-a-y) -y =0.Menda y # 0 kan vi dividere den veek
og dermed fa:

b—2-a-y=0
y=_b _1.b Isoler ,, og skil b ud
2-a 2 a a
y=1.b_1.y Udnyt b _ py
2 a 2 a

Konklusion: Den maksimale veeksthastighed indtreeffer, nar vi er ndet halvvejs
op til den gvre greense.

Qvelse 4.45
| en model betegner V vaegten af en gris til tidspunktet t. | modellen antages
det, at Ver en lgsning til differentialligningen

% =0,000193 V - (139,6 — V)

hvor V males i kg, og t males i dagn efter at grisen er begyndt at indtage
fast fade. Grisens veegt er 7,3 kg, nar den begynder at indtage fast fade.

a) Bestem en forskrift for V.
b) Bestem ved hjeelp af modellen grisens veegt til det tidspunkt, hvor
vaeksthastigheden er storst.

Qvelse 4.46
Betragt igen udviklingen i en bakteriekoloni beskrevet ved
differentialligningen

‘l’j_‘? =0,000115 - B+ (2000 — B)

hvor B angiver antallet af bakterier, og t angiver tiden (malt i minutter).

a) Tegn linjeelementer harende til denne ligning, idet du lader t variere
indenfor intervallet [-500; 3000]

b) Tegn den lgsningskurve, der har begyndelsesbetingelsen B(0) = 50

c) Indtegn de to vandrette asymptoter, der ogsa repreesenterer
losningskurver, veelg selv punkter, som grafen gar igennem.

Leeg meerke til, at der ogsa tegnes linjeelementer udenfor denne strimmel
bestemt af asymptoterne.

d) Veelg et punkt i omradet over linjen y = 2000 og et punkt nedenfor linjen
y =0, og tegn lgsningskurver gennem disse.

2000

e) Indszst de valgte punkter i det generelle udtryk: B = —o5 7 °9
+c-e ™
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bestem i hvert tilfaelde konstanten c. Hvad er grundlzeggende
anderledes i disse udtryk i forhold til det traditionelle?

En population, der falger en kurve som den everste, befinder sig i en
tilstand af kollaps. Pa hiemmesiden [materiale under udarbejdelse] er der et
lille projekt, hvor dette illustreres med udviklingen i en musepopulation.

Qvelse 4.47 Symmetriegenskaber ved logistiske grafer
Vi betragter en tilfeeldig logistisk veekstfunktion:

b
gx)=—48
c-e b4
| eksemplet ovenfor sa vi, at den maksimale vaeksthastighed optraeder, nar
y-veerdien er naet halvvejs op til den gvre graense. Det pageaeldende punkt

pa grafen kalder vi P, = (x,, y,).

a) Argumenter for, at tangenten til grafen i punktet P, er en vendetangent
(definitionen pa vendepunkt og vendetangent kan du finde i B-bogens
kapitel 3).

b) Vis, at dette punkt pa grafen har ,-koordinaten: X, = ln_t(JC)

c) Betragt eksemplet pa side 203, og vis, at i dette tilfeelde er:

_ ( In(39) _
P, = (QTJOOO) = (11.82,1000)

Vi vil nu gennemfare et geometrisk argument for, at den logistiske kurve er
symmetrisk om P,. Vi ser pa grafen for funktionen B.

d) Tegn den vandrette linje y = 1000, og bestem P, som skaeringspunkt
mellem linjen og grafen.
Afseet nu et tilfaeldigt punkt pé grafen, og spejl dette punkti P,. Hvad ser
du? Hvor ligger spejlingspunktet? Hvad sker der, nar du treekker dit
punkt rundt pa grafen?

Vi vil endelig gennemfare et analytisk argument for disse
symmetriegenskaber.

e) Argumenter for, at symmetri kan udtrykkes ved, at ligningen:
b _
2a
ved hjeelp af et vaerktejsprogram, om dette er tilfeeldet.

f) | B-bogens kapitel 6 argumenterer vi i afsnittet om logistisk vaekst for en
seerlig symmetriegenskab, hvor vi sammenligner den logistiske funktion
med eksponentielt voksende og aftagende funktioner. Find det
pageeldende sted, og referer, hvad det handler om.

B(x, — h) = B(x, + h) — % skal geelde for alle tal h. Undersag

Opgaver
P& hjemmesiden ligger der opgaver i tilknytning til afsnit 4.



4.1 Anvendelse af logistisk veekst

Modellering af befolkningstals udvikling

Den indledende forteelling til kapitel 6 i B-bogen handler om, hvordan den
belgiske matematiker og statistiker Pierre-Francois Verhulst i 1838 opdager den
logistiske model som en velegnet model til at beskrive populationers udvikling.
Hans opdagelse gik i glemmebogen, men i 1920 udgiver de amerikanske
statistikere Raymond Pearl og Lowell Reed en artikel, hvori de forseger at
opstille matematiske modeller for udvikling af befolkningstallet i USA, og i den
sammenhaeng opdager man, at den samme model var udviklet af Verhulst 70
ar tidligere. Der er via kapitlet adgang til alle de autentiske data og til de
originale artikler.

Modellering af AIDS-epidemien i Danmark med anvendelse af logistisk
regression.

Det forste AIDS-tilfeelde i Danmark blev registreret i 1980. Man havde ingen
medicinske muligheder for at hjeelpe patienterne i de forste mange ar, og selv
om der dengang var relativt fa tilfeelde, sa udviklede antallet af smittede sig i de
forste ar eksplosivt og tilsyneladende helt uden for kontrol.

Ar 1980 1981 1982 1983 1984 1985 1986
Nye tilfelde 1 2 4 12 17 38 69
Registrerede i alt 1 3 7 19 36 74 143

a) Gar ved hjeelp af regression rede for, at det samlede antal AIDS-tilfeelde i
Danmark med god tilnaermelse voksede eksponentielt i denne periode.
Hvordan synes du modellen passer? Se fx pa residualplottet. Undersag evt.
ogsa andre modeller.

b) Antag nu, at udviklingen faktisk er eksponentiel, og bestem den arlige
veekstrate.

¢) Giv ud fra din model en prognose for udviklingen i antallet af AIDS-tilfeelde i
Danmark i 1992 og i 1996.

Der blev iveerksat omfattende kampagner for sikker sex, og budskabet

begyndte at virke, saledes at den eksplosive veaekst fladede ud. Men det var

stadig umuligt at bekeempe sygdommen.

Ar 1987 1988 1989 1990 1991 1992
Nye tilfelde 100 126 175 197 210 209
Registreredeialt 243 369 544 741 951 1160

d) Udvid dit datamateriale med disse tal, og gennemfar farst en modellering
med linezer veekst og med eksponentiel veekst. Vurder modellernes kvalitet fx
ud fra residualplot.

e) Gennemfgr en modellering med brug af logistisk regression. Vurder
modellens kvalitet fx ud fra residualplot.

f) Anvend den logistiske model til at give en prognose for antallet af AIDS-
tilfeelde i 1996 og ar 2000.

g) Hvad er ifelge modellen den ovre greense for antallet af AIDS-tilfeelde i
Danmark? Og hvilket ar har vi ifglge din model den storste tilvaekst i antallet?

Af de 1160, der indtil 1992 var blevet ramt af AIDS, var der kun 36, der stadig
var i live i &r 2000. Men i arene efter 1992 udvikles dels stadig bedre medicin,
og dels virker kampagnerne, sa udviklingen frem mod ar 2000 blev som vist i
tabellen.

Ar 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000
Nye tilfelde 239 236 214 178 109 74 73 48
Registrerede ialt 1399 1635 1849 2027 2136 2210 2283 2331

h) Inddrag ogsa disse tal i din tabel, og gennemfar igen en modellering med
brug af logistisk regression. Vurder modellens kvalitet fx ud fra residualplot.

i) Hvad er ifalge modellen den avre greense for antallet af AIDS-tilfeelde i
Danmark? Og hvilket ar har vi nu den starste tilvaekst i antallet ifalge din
model? Sammenlign disse to tal med de tilsvarende tal bestemt i den
foregaende model.

j) Opstil ud fra modellen den logistiske differentialligning, der knytter sig til
modellen.

k) Anvend modellen til at opstille en prognose for 2010. Undersgg via nettet
eller organisationer, hvad de korrekte tal for 2010 var.



Opgaver

ning til afsnit 4.1.

P& hjemmesiden ligger der opgaver i tilknyt



5. Separation af de variable (supplerende stof)

Differentialligninger af typen
dy h(x)
dx

hvor h(x) er en kontinuert funktion, er, som omtalt i begyndelsen af kapitlet, blot
et tamfunktionsproblem. De lgses derfor med de metoder, vi kender fra
integralregningen. | kapitel 3, Integralregning 2, viste vi nogle teknikker til at
beregne stamfunktioner til visse produkter. Dette kan vi udnytte til at lese en
starre klasse af differentialligninger, der ikke falder ind under de forskellige typer
af vaekstmodeller. Det er differentialligninger, der kan skrives pa formen:

Y — px) - glx)
dx

hvor h(x) og g(y) begge er kontinuerte funktioner. En differentialligning, der kan
skrives saledes, kaldes en separabel differentialligning, fordi vi kan separere
(adskille) de to variable x og y, dvs. vi kan dele hgjresiden af
differentialligningen op i to udtryk, der ganges sammen, og hvor det ene kun
afhaenger af x og det andet kun afhaenger af y.

hvor h(x) og g(y) begge er kontinuerte funktioner. En differentialligning, der kan
skrives saledes, kaldes en separabel differentialligning, fordi vi kan separere
(adskille) de to variable x og y, dvs. vi kan dele hgjresiden af
differentialligningen op i to udtryk, der ganges sammen, og hvor det ene kun
afhaenger af x og det andet kun afthaenger af y.

Eksempel: Separabel og ikke-separabel differentialligning
Separable differentialligninger kan fx vaere af typen:

Y -y yeller 4 = X =1
¥ =x-yeler 2 >

hvor vi i det farste eksempel kan opdele hgjresiden i h(x) = x og g(y) = y, og i
det andet eksempel opdele i h(x) = x¥*~1 og g(y) = }1/ , hvor h(x) og gly) i
begge tilfzelde er ganget sammen.

Kravet er, at vi kan separere de to variabeludtryk i hhv. x og y, sa vii
lasningsprocessen (ved at gange eller dividere) kan samle det udtryk, der

afhaenger af x, pa den ene side, og det udtryk, der afhaenger af y, pa den anden
side af lighedstegnet.

Differentialligninger af typen:

dy _ 2. . ady_ gy
o Loy+x yzellerdx e"

er ikke separable, fordi det er umuligt at dele hgjresiden af differentialligningen
op i to udtryk, der ganges sammen, hvor det ene kun afhaenger af x, og det

andet kun afhaenger af y. Ser vi derimod pa % = &"*Y, sa er den separabel,

fordi hejresiden kan omskrives til €* - €”. Det kan altsd somme tider veere lidt
tricket at gennemskue, om en differentialligning er separabel.

| et projekt, som kan ses via dette link, giver vi emnet en grundig behandling,
bade teoretisk, praktisk og mht. anvendelser. Her vil vi blot antyde, hvad der er
pa spil, og som fremtraeder anderledes end det, vi hidtil har madt.

Eksempel: Linjeelementer og lesningskurver for en separabel
differentialligning
Betragt den separable differentialligning:

dy_x¥-1
dx y

Vi gnsker at bestemme lgsningskurver gennem tre forskellige punkter i
planen: P(0.4,1), Q(—1,1) og R(2, —1). For at fa en fornemmelse af

lasningerne til differentialligningen, tegner vi linjeelementer. Allerede
her ser vi, at der er dramatiske forskelle pa lgsningerne. Det ser ud til,
at planen bliver opdelt i forskellige omrader, hver med sine typer af
lgsninger.
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Den fremgangsmade, vi vil falge ved lasningen af en sadan
differentialligning, har altid som sit farste punkt en undersagelse af
definitionsmaengderne

for de to funktioner h(x) og g(y). | dette tilfzelde ma vi som det forste
kreeve, at y # 0, dvs. at ingen lgsningskurve kan passere x-aksen.

Qvelse 4.48

Undersag, hvordan dit vaerktajsprogram svarer, hvis du prgver at bestemme
funktionsudtrykkene for de tre lgsninger, hvis grafer gar gennem
henholdsvis P, Q, og R. Giv en tolkning af det svar, du far, og bestem
endelig de lgsninger, hvis grafer svarer til de tre kurver pa illustrationen.
Hvilke definitionsmaengder far de tre funktioner?

Eksempel: Losningsmetoden
Lasningsmetoden separation af de variable bliver af og til preesenteret pa en
sadan made, at man kan forledes til at opfatte symbolet for den afledede

funktion % som en brgk, hvor vi kan gange d x over pa den anden side

saledes:

ay - (y) - h(x) giver ved omskrivninger A ay= h(x) - dx
X aly 9 ] ) y

Dette er ikke god matematisk skik. Men seettes integraltegn omkring hvert af
udtrykkene, sa har vi faktisk den centrale del af seetningen om lgsning ved
separation. | projektet her beviser vi nemlig:

Lasningsmeengden til differentialligningen:

ay - gly) - h(x), hvor g(y) # 0,
dx

er den samme som losningsmaengden til integralligningen:

T dy=[hx)dx
aly)

Qvelse 4.49
Anvend den lgsningsmetode, der er beskrevet i eksemplet ovenfor, pa
differentialligningen:

dy_x¥-1
dx y

og udregn de to integraler.

Anvend oplysningerne om punkterne til at fastlaegge konstanterne.
Sammenlign dine lgsninger med dem, du fandt ved hjeelp af
veerktojsprogrammet i gvelse 4.48 ovenfor.
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6. Projekter

Projekt 8.1 Datamaterialet fra Kursk

Det omfattende datamateriale i Kursk databasen, der preesenteres i den
indledende forteelling i kapitel 8, er hentet fra studier pa det amerikanske Naval
Postgraduate School i Monterey, Californien. Projektet rummer en kopi af en
thesis herfra, hvor materialet analyseres med brug af en raekke andre og mere
detaljerede matematiske modeller, og hvor der firetages en diskussion af
konklusionerne i relation til en reekke andre studier.

Projekt 8.2 Slaget ved Trafalgar-Nelsons og Villeneuves strategier
Matematisk modellering af et af verdenshistoriens store slag.

Slaget ved Trafalgar foregik i 1805 under Napoleonskrigene. Slaget fik
afgerende betydning for Englands rolle som verdens farende semagt. Ved
slaget nedkeempede englaenderne under ledelse af Lord Nelson en kombineret
fransk-spansk flade under ledelse af Villeneuve. For slaget havde Nelson
udteenkt en savel snedig som dristig krigsplan. | projektet leeser vi dette
autentiske kildemateriale og anvender Nelsons strategi som udgangspunkt for
en matematisk modellering af slaget. Projektet kan indga i et fagligt samarbejde
eller et studieretningsprojekt med faget historie.

Projekt 8.3 Kadelinjer og parabelbuer

(Projektet er identisk med projekt 3.16)

| projektet ophaenger vi en keede med en given kurvelaengde, og prover at
afgare om den bedst modelleres med en parabelbue eller en kaedelinje.

Projekt 8.4 Losning af den linezere andenordens differentialligning

Den fuldsteendige lgsning til den lineaere anden ordens differentialligning
udledes uden den traditionelle introduktion af wronski-determinanter, men
gennem en raekke omskrivninger, der alene udnytter kendskabet til
differentiationsregler og til andengradspolynomier. | beviset demonstreres den
sakaldte substitutionsmetode, der kan generaliseres til hgjere ordens
differentialligninger med konstante koefficienter. Projektet er et eksempel pa et
stykke deduktiv matematik, og er bygget op som en reekke gvelser, eleverne
selv arbejder sig igennem.

Projekt 8.5 De hyperbolske funktioner

De trigonometriske funktioner cosinus og sinus kan blandt meget andet
karakteriseres ud fra enhedscirklen. Funktionerne cosh og sinh, der betegnes
hyperbolsk cosinus og sinus, og som er defineret ud fra den naturlige
eksponentielfunktion, kan pa lignende cis karakteriseres ud fra en ligesidet
hyperbel. Cirkler og hyperbler er begge keglesnit, og dette sleegtskab viser sig
at ga meget dybere. | projektet inddrages ogsa de komplekse tal, hvor
sleegtskabet for alvor treeder frem.

Projekt 8.6 Millennium-broen — hvad gik galt?

I grundbogens kapitel 8 er gennemfart en detaljeret modellering af svingninger,
og specielt analyseret egensvingningers betydning for brokonstruktioner. Dette
projekt indeholder en raekke muligheder for at dykke yderligere ned i nogle af de
materialer, der i detaljer beskriver og analyserer hvad der skete med Millennium
Bridge.

Projekt 8.7 Sammenhangen mellem systemer af koblede
differentialligninger og andenordens differentialligning.

Der er en aekvivalens mellem koblede differentialligninger med konstante
koefficienter og linesere andenordens differentialligninger med konstante
koefficienter, forstdet pa den méde, at man kan omskrive den ene type til den
anden. Det betyder ogsa, at lasningsmetoderne for den ene type kan anvendes
pa den anden. Det har ikke kun praktisk betydning, men kan ogsé give aget
indsigt. Ved at ga over til en vektorbeskrivelse vil vi opdage, at redderne i det
karakteristiske polynomium har en geometrisk tolkning.

Projekt 8.8. Epidemimodeller - et miniprojekt om koblede
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differentialligninger

Spredningen af en smitsom sygdom som fx rede hunde, hvor man blive immun
for fremtidig smitte sa snart man er kommet sig over sygdommen, kan beskrives
ved et szet af koblede differentialligninger. Projektet straekker sig over 1-2
lektioner, og kan anvendes til at blive fortrolige med ideen i koblede systemer og
til at leere at tolke pa modellens parametre. Projektet anvender i udstrakt grad it-
veerktojer.

Projekt 8.9 Modellering af influenzaepidemier

En influenzaepidemi er repraesentativ for en raekke smitsomme sygdomme,

hvor populationen opdeles i raske endnu ikke smittede, syge og raske, der er
blevet immune. Gennem opstilling af modellen af tre koblede differentialligninger
vil vi diskutere betydning af modellens parametre. P& baggrund af den vundne
teoretiske indsigt vil vi arbejde med et konkret datamateriale fra en
influenzaepidemi i et bestemt distrikt i New York og forsege at modellere
epidemiens udvikling.

Projekt 8.10 Modellering af linezere elektrisk kredslob

| et sakaldt lineeert elektrisk kredslab er der i serie forbundet en kondensator, en
modstand og en selvinduktion. Kredslgbet er tilkoblet en spaendingskilde og vi
ognsker at bestemme stramstyrken som funktion af tiden. Denne situation viser
sig at veere meget beslaegtet med mekaniske svingninger, hvor en genstand (et
lod, en bro eller en bygning) er i rolige mekaniske svingninger, hvorefter det
bliver patrykt en harmonisk svingning udefra i form af rytmiske traek i et lod, et
jordskeelvs pludselige beveegelse af grunden under et hgjhus eller mange
menneskers taktfaste marcheren over en bro.

Projekt 8.11 Rovdyr-byttedyr modeller

Projekt 8.12 Losning af den inhomogene lineare andenordens
differentialligning ved substitutionsmetoden

Inhomogene differentialligninger er ofte ganske vanskelige at lese. Men for
andenordens differentialligninger med konstante koefficienter er vi i den heldige
situation, at det er muligt at opskrive en lasningsformel for den fuldsteendige
losning. Den enkleste metode til at na frem hertil er substitutionsmetoden, som
vi kender fra lgsningen af den homogene ligning. Projektet rummer beviserne
og en reekke gvelser.

Projekt 8.13 Modellering af jordskaelv



5. Vektorer og analytisk geometri i plan og rum

Opgave 5.1

= 2 = 6 4
d: 5 f = 3 G =
(%) 7(5)- -2
T
b) Udregning af koordinater: a-b =(2 g

o o) o5

Den geometriske konstruktion af differens-
vektorerne:

Ved aflaesning pa tegningen finder vi de
samme koordinatsast.
¢) Geometrisk konstruktion af sumvektorerne:

¥

-

Ved aflaesning finder vi samme koordinater
som ved udregning:

+b= [_3], §+5=(6} d+d+2¢ =(D]
6 0 0

Wi
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a) Geometrisk repraasentation
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b
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f ‘___E——____—* X
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b) Koordinaterne til differensvektorerne:

s i L H
g} v}

Geometrisk repraesentation af differensvekto-
rerne. Vi kan kontrollere koordinaterne:

| T T T ™ 1) T 1 ) T T T
-5 - 2 A |0 34567
é
"2‘: c
b 4 ]f
-]
...5,
-6Y
Opgave 5.3
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J
X
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Opgave 5.4
xy-plan: (0,0,0), (5,0,0), (5,3,0), (0,3,0)
z = 4 planen: (0,0,4), (5,0,4), (3,3,4), (0,3,4)

Opgave 5.5
a) |a| =17, |6|=+58, |¢|=5, |d|=5
b)
1Ly
74
6 +
b
5
4 |Bl= 762
5
=
i i ldl= 4,12
|IEél=5 3 3 - |d’|=5
d
T T T T T T T b X
43249 lo1 2 3 3 3%

c) L,=412, L, =762, L =5, L, =5

Opgave 5.6

— (-7 == (12} —-= 5
a) AB:[_G]. EC:[_4], AC=[_10],
B - 7
aa-() B4-(g)

(4 _ (-5 __ (-
b) AB=[—5]‘ BC=[12], AC={T ‘
-9 8 -1

el

Opgave 5.7
a) Stedvektorerne har samme koordinater som
hvert punkt blot opskrevet pa vektorform fx

(106
OA =| 141

68
(54 15
BA: 32 1 CT~= 41 5
68 58
__(28y __ (-4
DE=|11|, AE=| 28
26 17

b) \ﬁ\ = 92,54, !rﬁ|= 73,40,
|DE|= 37,71, |AE| = 52,48
c) Nej, der findes ingen skaleringsfaktor k, sa

IE =k GA
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a) Midtpunkt pa AB: (2,4) pa BC: (2.5,0)
PaAC: (7.51)
b) ¥

Fy

51 M,.(2.00,4.00)

AB =10,20

AC=8,06
BC =12,53

Mg.(2.50,0.00)

c) |AB|=10,2 |BC|=12,53 |AC|=8,06

Opgave 5.9

X¥+yf+(2z-5°=9

Opgave 5.10

a) C(2,5) r=3 b) C(-1,4) r=5
¢) C(-1,-4) r=10 d) C(2,-7) r=+/40
e) C(0,0) r=9 fy Cc(0,1) r=11

L

118 | X
8y 10 12
Opgave 5.1
(x+2)°2+(y-4)72=10
centrum C(-2,4) radius 410
(x—4,5? + (y- 12 = 121,25
centrum C(4.5,1) radius 11,01

(x+25)%+(y+7)°=4525
centrum C(-2.5,-7)  radius 6,73

Opgave 5.12
Fx (x+2)°%+(y+27=-10

Opgave 5.13
a) C(2,5,7), r=2
Punkter: Fx (0,0,0), (0,7,0), (0,0,9)
b) C(-1,4,0), r=86
Punkter: Fx (5,0,0), (0,10,0), (0,0,8)
c) C(0,-4,12), r=11
Punkter: Fx (-11,0,0), (0,7,0), (0,0,1)
d) C(-102,430,731), r=1
Punkter: Fx (-101,0,0), (0,431,0), (0,0,732)

M,(7.50,1.00)
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Opgave 5.14
C(-3,7,-1) r=686

Opgave 5.15

a) indenfor b) pa cirklen
c) pa cirklen d) udenfor
e) indenfor

Opgave 5.16
C(1,-3,-1) r=3

Opgave 5.17
C(3,-1,0) r=4

Opgave 5.18
C(-1,2) r=3

Opgave 5.19

a) Se figuren forneden.

b) Skeeringspunkter:
Cirklens ligning er (x - 12 + y2 =8
Substituer x -1 iforste parentes med y:
y? + y* = 8, hvilket giver: y* =4, dvs.
y=-2 eller y=2
Bestem nu x, og dermed punkterne:

(-1.-2) og (3,2).
Kontroller pa tegningen.

(x=12+y’ =8

Opgave 5.20
Prikproduktet giver 0.

Opgave 5.21
t=7
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b) Alle punkter P, ligger pa linjen x = 2.
c) tligger mellem -2 og -3. Testtest pa -3.

d) r=_g.

Opgave 5.23
a) Bl 1B, b, b

b) Punkterne P, ligger pé linjen x =2 (jo sterre
numerisk t-vaerdi, jo leengere veek fra x-aksen)
og punkterne Q, ligger pa linjen y =4 (for
t = 1,5 ligger P, pa y-aksen. Jo lengere
numerisk t-veerdien ligger fra t = 1,5, jo leen-
gere fra y-aksen ligger punktet)

c) Den geometriske konstruktion:

= r y
b ol
=075 34
:':
0 1 2
a0¢ )
&
T 1 i T I 1 T I :
7 6 5 4 -3 2 4 |01

-3
d) t=3

Opgave 5.24

= -1
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upydve 9.£9
1

a} f==—=
5
b) Vektorerne for pageeldende t-veerdi:
‘}'
b
5 5
2 —
i =
ai
3
X
I | 22
-1 0 1
Opgave 5.26
a) t=0 eller t=-9
b) y

Opgave 5.27
t=4 eller t=-2

Opgave 5.28

Ja - der byttes rundt pa det givne, og det der
skal vises i de to seetninger. Szetning 2 er altid
korrekt. Szetning 1 er korrekt for alle egentlige
vektorer. Hvis vi vedtager, at nul-vektoren er
vinkelret pa alle vektorer, s er saetning 1 ogsa
altid korrekt.

Opgave 5.29

Da prikproduktet giver 1, er vinklen mellem vek-
torerne spids - teet pa 90°,

Opgave 5.30
Vinklen = 82,87°

Opgave 5.31
Vinklen = 80,73°

Opgave 5.32
Vinklen = 19,44°
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Upgave 2.09
a) t=0: v=180° t=-1: v=116,57°
b) t=1,300 eller {=-5,344

Opgave 5.34
a) Centrum =(-1,3), radius=5

o trers (7)< 5)+<({]

c) Koordinaterne til skaeringspunkterne:
(~4,-1) og (4,3)

Opgave 5.35

a) Radius =13

b) Cirklen tegnes med centrum i C(3,-2) og
radius 13 (setegningen til hejre).
Punktet P(8,10) afseettes pa cirklen.
Radius CP tegnes, og tangenten i P kon-
strueres som en linje vinkelret pa CP.

(x)_ (8 -12
c) Tangenten: [yJ“(1DJ+t[ 5 ]

P(8,10)

Opgave 5.36
am(gfe( 5)e(3]
0 1:(3)-(3)+<(:)

) (x.y) = (1.52,-0.64)

Opgave 5.37
a) P(6,-1,2)
b) Vinklen = 82,53°

Opgave 5.38

3Y _ (-2Y . (-5

-6 |, DF=|-3|, EF=| 3 |,

3 4 1

£ZD =52,66°, £E = 46,36°, £ZF = 80,97°

(9 -4

¢) C(-5.13,0) og vinklen 33,25°
d) |BC| = 14,70

a) DE =

Opgave 5.39
Der er kun en skeering (-3,-5,0), hvorfor linjen
mé veaere tangent til kuglen.
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Opgave 5.41
a) Vinklen = 82,87°

b) |E>é\ =0,45
Opgave 5.42
i< [3,12 J
b~ 14,16
Opgave 5.43

) 1:(5)=(5)+(5)
) = 5rop)

Opgave 5.44

Ax)_[4 4
B (7 (1))
b} Vinklen = 71,57°
c) |a|=2.12

Opgave 5.45

()3

b) Beregning: Bestem fx Q, som skasringspunk-
tet mellem / og en linje m vinkelret pa |/,

m(5)=(5)=(5)
Q, = (1.61,8.08)

Konstruktion: Tegn linjerne / og m, og lad
geometriprogrammet bestemme skaerings-
punktet (se tegningen pa naeste side).

c) Se tegningen: Projektionen er vektoren fra
P til Q,, sa:

P~ (aee)(5)-(a00)
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UOpgave 2.46

2 2

7 11
= | | 8
25=|3 %= |4

1 L3

7 1
Opgave 5.47

a) det(d,b) = 26
Arealet af parallelogrammet udspaendt af de
to vektorer giver 26.
b) det(b,d) = -26
Der geelder, at
det(a, b) = det(b,a)

Opgave 5.48

Opgave 5.49
t=3 eller t=-2

Opgave 5.50

=
t= 3

Opgave 5.51
t=12

Opgave 5.52
Areal =19

Opgave 5.53

-~ (-3
a) a; = 4
b) Areal = 100

Opgave 5.54
Areal = 18

Opgave 5.55

a) 170,84°
b) Areal = 2,5

Opgave 5.56

a)t=4
b) Areal = 34

Opgave 5.57
a) Areal =75

(3

Opgave 5.58

-34 -25 0
a)1.|-17| 2.1 40| 3.|0
17 -50 0

b) Mht 3., s& er de to vektorer parallelle, og
derfor giver krydsproduktet nulvektoren.

¢) Udregn prikproduktet mellem krydsproduktet
og a henholdsvis b, og vis, det giver 0.
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Opgave 5.59

-3
a) [—34]
-58

b) Punkterne udspzender en plan. Ellers ville
krydsproduktet vaere nulvektoren.

-3
c) | —34 | samme resultat.
-58

Da punkterne ligger i en plan, vil alle kryds-
produkter give en normalvektor til planen. En
figurbetragtning viser, at de to krydsprodukter
peger i samme retning. Da arealet af trekant
ABC svarer til halvdelen af lzengden af kryds-
produktet, mé de to krydsprodukter veere ens.

Opgave 5.60

a) Areal = 156,51
b) Vinkel A = 113,18°, vinkel B = 45,7°,
vinkel C = 21,08°

Opgave 5.61
a) axb pegernedad, bx¢é peger opad,
dxC peger opad

Opgave 5.62
Areal =9 + 9 + 8,746 + 9,055 + 8,746 = 44,547

Opgave 5.63
a+b) A= (g] Punkt P = (2,0)
¥

B(-19,28)

c) Skaering i (-19,28)
d) Vinkel = 8,13°
Opgave 5.64

Normalvektor til | : A= ;—B = [;EJ

Ligning for I: -2x +4y-2=0

Opgave 5.65
a:Bx+2y+3z=12

Opgave 5.66
L =5x+y+7=0

Opgave 5.67
o: Tx+y+2z+2=0
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Upgave J.b0
a) o: y-3z+10=0
b) Arealet = 186,57

Opgave 5.69
Vinklen = 9,27°

Opgave 5.70

a) Vinklen = 74,60°

b) Ja, da prikproduktet mellem normalvektor og
retningsvektor giver 0.

Opgave 5.71
a) 3x+3y+8z=48
b) Vinklen = 158,13°

Opgave 5.72

a) o 13x + 13y + 10z = 5200
b) Den stumpe vinkel, som er den segte indre
vinkel, er 160,36°,

Opgave 5.73
a) 3x+3y+2z=6
b) Vinklen = 79,562°

Opgave 5.74
a) o x+z=3
b) Vinklen = 60°

Opgave 5.75

Ja, / er tangent til K, fordi der er ét skaerings-
punkt mellem linjen og kuglen.

Opgave 5.76

a) C(-2,3,4) r=5

b) Nar punktets koordinater indsaettes i lignin-
gen, bliver resultatet sandt.

c) 3x+4dy=-7

Opgave 5.77
Vinklen = 49,60°

Opgave 5.78

X 0 -5
a)|y|=|0|+t] 5 |og x+5z=10
- 22 -19

b) S(-5,5.3) og |TS|=+411=20,27

Opgave 5.79
a) Vinklen = 39,42°
b) Radius = dist(P,a) =3
Kuglens ligning: (x-7)°+(y=-3)°+(z+2)*=9
c) Q(5,4,0)

Opgave 5.80

a) > +y° +(z-5%=9
b) Vinklen = 26,39°

c) (1,2,3)
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Opgave 5.81

a) o S5x+ 10y + 14z =70

b) D kan bestemmes som projektionen af O
pa o: D(1.09,2.18,3.05)

Opgave 5.82

a) Vinklen = 82,53°

b) P(6,-1,2)

c) Krydsproduktet af retningsvektorerne er en
normalvektor til planen.
Ligning: x + 21y -9z =-33

Opgave 5.83

a) Kuglen: X -4-],!2 + (z - 5)2 =9
Tangentplanen: -2x +y + 2z =1

b) @=(1,2,3)

Opgave 5.84

a) Vinklen = 63,497

b) Del fx op i to trekanter og udnyt, at den halve
lzengde af krydsproduktet er arealet af tre-
kanten de to vektorer udspasnder:
Areal = 51924,9 cm®

c) (48,180,75)

Opgave 5.85
a) (x+ 1) +(y-4)7%=9
b) De to skeeringspunkter er: (-5,1) og (-4,8)

Opgave 5.86
X+ y2 =2
De to skeeringspunkter er: (<1,1) og (1,-1)

Opgave 5.87

a) o 23y +16z2-368=0

b) T(-11,0,23)

c) 96,97°

Opgave 5.88

a) C(1,-3) og radius = 2

b) De to skeeringspunkter er: (0,-2) og (2,-4)

Opgave 5.89
a) ¥10  p) V180 ) /346

Opgave 5.90

a) Den korteste afstand males pd linjen mel-

lem punktet A og centrum C, og beregnes
|AC| - radius = \/61-2=7,81-2= 5,81

Opgave 5.91
a) 424 b) 221 c¢) 019 d) 1,34

Opgave 5.92
dist (P, &) = %

Opgave 5.93

Ja - kuglens centrum har afstanden 6 til planen.
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a) dist(G,p) = 9,80
b) 23y + 9z - 736 = 0
¢) Vinklen = 82,37°

Opgave 5.95
a) dist(t,e) = 25,30
b) Vinklen = 63,43°

X 0 =20

c)|yl=| 0 |+t] -20
z 20 20
skeeringspunkt: B = (40,40,-20)

Opgave 5.96

a) e:8x-y-10z=0
b) dist(F,c) = 4,13
c) 105,50°

Opgave 5.97
dist(O, ) = 300,2

Opgave 5.98

a) l:=x+2y-1=0
b) dist(T,/) = 4,47
c) T(2.1.5)

Opgave 5.99

a) a:6x+2y+3z=12

b) Vinklen = 35,68°

c) Radius bestemmes som dist(O, )
Kuglens ligning: x° +y? +2z° =2,94
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1. Mennesket i centrum — opdagelsen af centralperspektivet

| begyndelsen af 1400-tallet gor kunstnere i den norditalienske by
Firenze en opdagelse, der kommer til at revolutionere malerkunsten.
De lgser i en vis forstand det uleselige problem: At afbilde en
tredimensionel verden pa en todimensionel flade, sa det bliver en
troveerdig gengivelse. Den grundleeggende ide i dette centralperspektiv
er at gengive et motiv, ikke som det er, og heller ikke farvet af szerlige
veerdier eller holdninger til motivet, men praecis som kunstneren ser
det fra et bestemt sted. En by er ikke, som vi ser den fra en bakketop
uden for byen, den rummer flere huse og gader og mennesker. Men
med den nye metode maler vi det, vi ser. En person, der ses i profil,
har givetvis ogsa et gje og et are pa den anden side af ansigtet, men vi
maler kun det, vi ser.

Vi ser verden som et rum med dybde, og formar vi at gengive det, vi
ser, s& burde andre fa samme oplevelse, nar de ser vores tegning. Et
maleri kan ogsa vaere et produkt af kunstnerens fantasi, men hvis

Masaccios freske (kalkmaleri)
kunstneren har s stor en indbildningskraft, at han kan se det for sig, Treenigheden, som findes i Santa Maria

Novella, giver os forestillingen om, at vi
ser ind i vaeggen. Det er malet omkring
1425,

og han maler det, han ser, sa burde vi ogsa kunne se det, han har set.

I kirken Santa Maria Novella i Firenze kan man se et af kunsthistoriens forste centralperspektiviske billeder.
Her fik den unge Masaccio (1401-1428) en opgave, der gav ham mulighed for at give en eksemplarisk
demonstration af den nye teknik.

Masaccio maler sit teenkte motiv sadan, som han ser det fra et ganske bestemt punkt, om vi kalder
ojepunktet! Nar han er feerdig, kan han tilbyde os, at vi stiller os, hvor han stod, sa vores gjne er, hvor hans
var. Derved ser vi det, han s, og ser det, som var det tredimensionelt, hvis han har gengivet det korrekt. S&
enkel er den nye metode.

Og det er praecis her det nye og revolutionerende la. For nar man maler ud fra centralperspektivet, sa gor
man sig selv til centrum i verden. Jeg ser Gud og evrighedspersoner i gjnene, jeg er ikke bare et objekt for
dem — jeg er selv et subjekt, der ser pa dem, og derved mader dem pa lige fod. Humanismen, der i stigende
grad szetter det enkelte menneske i centrum, er fadt!

Betragter vi billedet fra et andet sted end fra ajepunktet, sa forsvinder dybdevirkningen. Selvom verden er
den samme, s er det, vi ser hver for sig, forskelligt. Masaccio malede billedet, sadan som motivet ville se
ud set fra en ganske bestemt afstand foran billedet. Denne afstand kaldes distancen, og den er naturligvis
sa stor, at han ikke kunne st der og male. Sa han ma have haft en bestemt teknik, der gav ham mulighed
for at male, som om han stod i denne afstand med ojet i @jepunktet. Denne teknik omtales naermere i afsnit
Ueils

Det er vigtigt at lzegge meerke til forskellen: Jeg ser verden perspektivisk, men verden er ikke perspektivisk.
Jernbanespor mades ikke i virkeligheden, men det ser sadan ud for mig. Personer eller traeer, der er langt
veek, er ikke sma i virkeligheden, men de ser sadan ud for mig.

Qvelse 5.1

Pa linket her er gengivet fresker (kalkmalerier) malet af Lorenzetti pa vaeggene i radhussalen i
byen Siena. Freskerne er malet i arene 1338-1340 og har titlen Den gode og den darlige regering .
Det er altsa malet for perspektivet. Endvidere gengives et perspektivisk billede af en by, tegnet
midt i 1400-tallet. Og endelig er gengivet et maleri fra 1918 af den danske kubistiske maler Jais-
Nielsen. lign disse tre bybi , 0g giv et bud pa, hvad der er styrken og svagheden i
de forskellige metoder. | kapitel 10, Matematik og kultur, uddybes dette, og der lzegges her op til
et fagligt samarbejde.

Nar centralperspektivet bryder igennem netop pa dette tidspunkt og
netop i Norditalien, sa er forklaringen den enkle, at tiden var moden til
det. Bade i den fremvoksende borgerstand i Norditalien, blandt mange
af bystaternes fyrster og i de kunstneriske og intellektuelle miljger, var
der en lzengsel efter at bryde ud af middelalderkirkens snzerende
band. Den sorte ded (1348-1350), der pa to ar havde udryddet en
tredjedel af Europas befolkning og lagt mange bystater ade, la kun fa
artier tilbage og havde bidraget til at svaekke kirkens autoritet. Man
havde oplevet, at kirken kun gav meningslese svar pa den
meningslose dod. | stedet voksede der en tro frem pa menneskets
egne muligheder under steerk inspiration af den viden om
oldtidskulturerne og de tekster fra den tids filosoffer og <
videnskabsmaend, der begyndte at dukke op. For cenlralperspekrr‘ves tid ser vi en

raekke eksempler pa omvendt
perspektiv, hvor parallelle linjer modes

foran billedet og ikke i horisonten
bagved. Her er det ikke kirkegeengeren,
der ser p& Jesus og disciplene, men
dem, der ser pa ham. De er subjekter,
derfor er perspektivet vendt om.

Filipo Brunelleschi (1377-1445) personificerer i en vis forstand denne udvikling. Han var ingeniar, arkitekt og
videnskabsmand, og sa var han ifalge overleveringen den farste, der demonstrerede centralperspektivet
som ny metode. Det skete omkring ar 1415, men desvaerre er hans tegninger ikke bevaret.

Qvelse 5.2

Via dette link kan du finde en film, der giver et bud p4, hvad det var Brunelleschi gjorde.

Brunelleschis navn er ikke
mindst knyttet til den
imponerende kuppel pa
domkirken i Firenze. Der var
konstrueret kupler for, men
aldrig over sé stort et rum. Den
normale metode ville veere at
understotte med
treekonstruktioner, mens
byggeriet stod pa, men det var
helt urealistisk med sa stor en
~  kuppel. Brunelleschi loste

" problemet ved at konstruere to
kupler inden i hinanden pa en
sadan made, at der bliver et
treek udad. Uden lanternen pa
toppen ville kuplen &bne sig!

Ideen og demonstrationen var abenbart overbevisende, for brugen af centralperspektivet bredte sig
naermest som en steppebrand. Efter nogle fa artier havde stort set alle kunstnere i Italien taget de nye
metoder til sig.


/sites/lru.dk/files/lru/hem_a_213_a.png
http://gymportalen.dk/sites/lru.dk/files/lru/docs/N71_Hjemmesidehenvisning_-_andre_perspektiver.docx
/sites/lru.dk/files/lru/hem_a_214_a.png
http://gymportalen.dk/sites/lru.dk/files/lru/docs/N72_Hjemmesidehenvisning_-_Brunelleschis_metode.docx
/sites/lru.dk/files/lru/hem_a_215_a.png

Domkirken i Firenze kom pa tilsvarende vis il at sta som et symbol pa opgeret med middelalderens gotiske
himmelstreebende arkitektur.

Der havde igennem middelalderen eksisteret en opfattelse af, at menneskenes samfund var faldet ned af
kulturens stige fra en svunden guldalder i oldtiden. Det, der voksede frem, blev derfor opfattet som en slags
genfodsel, og eftertiden har da ogsa givet perioden fra 1400 til 1600 navnet renaessancen. Og man kan
sige, at renaessancen blev indvarslet af de to store intellektuelle preestationer — bygningen af kuplen og
opdagelsen af centralperspektivet — der hver for sig viste,at man kunne na videre, end de gjorde i oldtiden.

Den nye humanisme kommer ogsa til udtryk gennem et andet szertraek ved den nye stil. Det er mennesker
med et navn, der har malet det, og det er rigtige mennesker, ikke bare stiliserede figurer, der gengives. |
perioden op til renaessancen kender vi navnene pa enkelte malere, som fx Giotto (1267-1337), der ogsa var
fra Firenze, og som har lagt navn til det heje, smalle, hvide tarn (Campanilen) ved siden af domkirken. Han
har med

stor sandsynlighed ogsa anvendt levende mennesker som modeller
for sine malerier. Men det normale er, at vi ikke kender kunstneren —
det er jo bare en handvaerker — og at figurerne er typer uden liv.

Masaccio blev omkring 1423 inddraget i udsmykningen af et privat
kapel, som en af de velstaende familier havde ved en af byens kirker.
Han er kun 21 &r, men maler, s& man aldrig har set magen. Kvinden
med barnet og alle de andre figurer, man kan finde pa hans fresker i
det lille Brancacci kapel, er rigtige mennesker, med ansigter der
udtrykker bekymring, @mhed, frygt osv. Via dette link kan du se de
andre billeder fra kapellet.
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1.1 Perspektivgeometri

Det farste skrift om perspektivet udkom allerede i 1436. Forfatteren Leon
Battista Alberti (1404-1472) gav det titlen Della Pittura, der betyder Om at male,
og veerket bliver da ogsa ofte preesenteret som den farste lzerebog i
perspektivgeometri. Men Albertis sigte er starre, og man kan i hans vaerk se
spirerne til den nye verdensanskuelse, der bryder igennem i renaessancen.
Veerket er tredelt, og han forklarer i et brev til Brunelleschi, som han dedikerer
veerket til, indholdet i de enkelte dele:

Du vil se, at veerket bestar af tre dele. Forste del, som er rent matematisk,
viser, hvordan denne zedle og smukke kunst vokser ud af naturen selv. Anden
del lzzgger denne kunst i haenderne pa kunstnerne, fremhzever enkeltdele og
forklarer det hele. Tredje del forklarer kunstneren, hvordan han kan na frem til
fuldsteendig at beherske og forstd malerkunsten. (Brev fra Alberti 1435)

Kendskab til matematik var en del af datidens almendannelse, den greeske
matematiker Euklid var den store autoritet, og det var helt almindeligt at indlede
et storre vaerk med en indfering i matematik. Det var et signal om, at dette ikke
er Albertis pafund, men at det er et videnskabeligt veerk, som man bar tage til
sig. Bog tre rummer en reekke krav til kunstneren, der skal vaere "en god mand",
hvormed Alberti mener, at han skal have en hgj moral og have et godt
kendskab til bade poesi og retorik samt til handvaerk og industri, og han skal
lytte til sine lzerere!

- _ S

llustration fra hollandsk laerebog i perspektivtegning fra 1604. Bemeerk, at bredden af skakternene pa grundlinjen er ens. Det
betyder, at de parallelle linjer har samme afstand. Nar sadanne parallelle linjer i planen skaeres af en linje m, sa vil alle
stykkerne, som linjen m skzeres op i, veere lige store. | vores perspektivtegning siger vi, at sddanne stykker er perspektivisk lige
lange. Pa ovenstaende tegning kan vi derfor se, at alle skakternene ogsa har samme kantlaengde. Men vi kan ikke afgare, om
det er kvadrater, dvs. om lzengde og bredde er ens.

Som leerebog er veerket ikke sa ligetil at anvende, idet Alberti ikke illustrerede
sine forklaringer. Det matte man selv finde ud af, ud fra hans anvisninger. Men
det er i dette veerk, man farste gang ser en formulering af reglen om, at
parallelle linjer mades i et forsvindingspunkt. Jernbanespor, der bare fortseetter
ligeud, ser ud til at mades, og ligger der mange spor ved siden af hinanden, ville
de alle se ud til at mgdes i samme punkt ude i horisonten. Den grundleeggende
regel i perspektivtegning er med Albertis ord "at tegne de ting vi ser" (bog |I,
paragraf 230), sa derfor skal parallelle linjer tegnes sadan.

Alberti foreslar derfor, at man som et hjzelpemiddel i konstruktion af en
perspektivtegning starter med at tegne billedet af et skakternet mgnster.
Linjerne og diagonalerne giver os bundter af parallelle linjer, og har vi forst
tegnet det op, har vi en slags koordinatsystem, som vi kan tegnevidere i. Det
fremgar da ogsa af mange billeder fra italiensk og senere hollandsk
renaessance, at malerne med stor forkeerlighed lavede sadanne flisegulve, ofte
umotiverede ud fra billedets indhold og budskab i gvrigt.

Pieter de Hoochs billede illustrerer ogsa, at skakternene ikke er et
mirakelveerktaj. Servitricen ser alt for lille ud, nar vi ser hende vi forhold
til de gvrige. Men teeller vi tern, kan vi se, at hun er placeret laengere
vaek end bordet. Problemet er blandt andet, at billedets dimensioner er
beskedne (mélene er 73,7 x 64,6 cm), og som vi vil se i Dvelse 5.6
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nedenfor, er distancen ca. 1,5 m. Moderne kognitionsforskning
forteeller, at nar et motiv er sa teet pa, sa kolliderer perspektivet med
vores made at opfatte verden pa. Det kan du leese mere om pa
hjemmesiden [materiale under udarbejdelse]. Det er interessant, at
Alberti m& have haft en intuitiv fornemmelse af dette, idet han
fremhaever i en af sine regler: "Man skal afsta fra at male i meget sma
formater" (Bog Ill, § 57).

Pieter de Hooch, En kvinde drikker vin
sammen med to maend (1658).
Rontgenundersogelser afslorer, at
rummet med det skakternede gulv blev
malet forst og figurerne sat pa bagefter.
Bemeerk fx, at man kan se gulvets
menster gennem servitricens kjole. | det
oprindelige udkast var der placeret en
person pa servitricens hojre side.

Vi har i det foregéende stottet os til intuitionen i diskussionen af
perspektivgeometriens muligheder og problemer. Nu vil vi ga over til en mere
moderne matematisk behandling med definitioner og seetninger.

Definition: Billedplan og billedpunkt

1. Den plan, vi vil afbilde motivet
pa, kaldes billedplanen, a. Den
er placeret lodret og taenkt
uendelig stor.

Den linje, vi altid kan tegne fra
ojepunktet O til et givet punkt A
kaldes en synsstrale.
Synsstralen skaerer a i et punkt
Ai, og dette skeeringspunkt er
billedet af A ved
centralprojektionen.

Definition: Spor og forsvindingspunkter

En linje /, der ikke er parallel med a, vil skaere denne i et punkt, der kaldes linjens spor og betegnes
S;. En plan B, der ikke er parallel med a, vil skeere denne i en linje, der kaldes planens spor og
betegnes Sg . Traek gennem Oen linje /o, parallel med /. Denne linje skeerer a i et punkt, vi kalder
forsvindingspunktet F for linjen I. Forsvindingspunktet for linjer vinkelret pa a kaldes
hovedpunktet, eller hovedforsvindingspunktet, H. Det fremkommer ved at treekke en linje fra O
vinkelret ind pa a. En vandret plan beliggende under gjepunktet kaldes en grundplan. Det er i
praksis ofte jorden, vi star pa, et stuegulv eller lignende. Men det behgaver ikke at vaere det.
Grundplanens spor kaldes en grundlinje. Den vandrette plan gennem gjepunktet O skeerer
billedplanen i en linje, vi kalder horisonten.

N

Bemeerkning: Af definitionen falger, at parallelle linjer har samme
forsvindingspunkt.

Seaetning 1: Billedet af linjestykker

1. Billedet af et ret linjestykke i rummet er et ret linjestykke i
billedplanen a.

2. Et lodret (henholdsvis et vandret) linjestykke afbildes i et
lodret (henholdsvis et vandret) linjestykke i a.

Bevis
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Bevis for 1:

Se pa figuren nederst pa side 217. Pa linjen /ligger punkterne A og
B. A afbildes i A; B afbildes i B;. OAB bestemmer en plan . Denne
plan vil indeholde enhver linje, der er bestemt af to punkter i planen.
Derfor vil enhver synsstrale fra O'til et punkt pa | ligge i planen B. B
skeerer a i en linje, som derfor ma indeholde alle billedpunkter fra |,
eller de dele af linjen vi betragter. Specielt afbildes linjestykket AB'i
linjestykket A;B;.

Bevis for 2:
Tegn selv figurer, og gennemfar et argument for de to pastande efter

samme retningslinjer som i beviset ovenfor. v

Szetning 2: Perspektivgeometriens hovedsaetning

Billedet af linjen / er linjestykket /I, i a@ bestemt ved S;0g F}.

Bevis

Planen bestemt af /og O kaldes 8. B skeerer « i en linje. Linjen ma
ngdvendigvis indeholde punktet S, Men da 8 ma indeholde linjen /o
gennem O parallel med /, s& vil ogsa forsvindingspunktet Fligge i
bade 8 og a. Derfor ligger ogsa Fjpa skeeringslinjen. Men da en linje
er bestemt ved to punkter, ma den sggte linje netop veere den, der
bestemmes ved S99 F v

Bemaerkning: Uanset seetningens meget enkle indhold er den uhyre
nyttig, og selvom det ikke altid udtrykkes eksplicit, sa anvendes
saetningen i stort set alle argumenter inden for perspektivgeometrien.

Bemaerkning: (Se figuren) Traek synsstrélen fra O'til et punkt P pa /. N
Lad nu P gennemlgbe punkter P4, P»osv. ud mod uendelig. Pa la ____ Y = ,
sker der nu det, at Py/erne naermer sig F;. Her ligger begrundelsen ? ﬁ —
for anvendelsen af begrebet forsvindingspunkt. ‘;_x. _

Qvelse 5.3

a) Lad dit papir veere billedfladen, marker horisonten med en
vandret linje og tegn billedet af to forskellige bundter af
vandrette og parallelle linjer.

b) Hvordan skal linjerne tegnes, hvis de ikke er vandrette?

c) Hent her enillustration fra den omtalte hollandske leerebog
fra 1604 og find fejlene.

Har vi omvendt foran os et billede af to linjer, som vi ved, er parallelle,
kan denne viden udnyttes: Linjerne forlaenges og ma mades i deres
forsvindingspunkt. Dvs. at vi kan bestemme dette. Er linjerne
vinkelret pa billedfladen, kan vi pa denne made bestemme
hovedforsvindingspunktet og derved ogsa horisonten!

Qvelse 5.4

Pa linket her ligger kopier, du kan tegne videre pa, af henholdsvis
Masaccios billede, Treenigheden, og Pieter de Hoochs billede af
kvinden og de to mzend. Bestem hovedforsvindingspunktet samt
horisonten.

Qvelse 5.5 e
Hent via dette link en tegning som denne, og tegn videre ved at afseaette et
antal treeer af samme hgjde og med samme afstand mellem dem. (Hint:
Spergsmalet om samme afstand kan du lgse, ved at leese billedteksten til den
hollandske illustration vedrarende tegning af skakternede gulve.)

Lad os igen betragte illustrationerne ovenfor med skakternede gulve. Diagonalerne i sadanne
menstre udger to bundter af parallelle linjer, og de frembringer saledes to forsvindingspunkter
pa horisonten, et til venstre for og et til hajre for H. Tegner vi linjen gennem gjepunktet O,
parallel med sadanne diagonaler, s& vil denne skaere horisonten i pagaeldende
forsvindingspunkt F. Vi laegger nu meerke til, at tegningen viser en ligebenet trekant OHF,
fordi diagonalerne giver en vinkel pa 45°. Men sa er stykkerne HF og OH lige store — og OH
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er jo distancen, der angiver, hvor vi skal sta for at se det, som kunstneren sa. Herfra skal
billedet opleves. Distancen kan saledes bestemmes inde pa billedfladen! 0

Qvelse 5.6 Bestem distancen
Pa dette link kan du finde arbejdsark med gengivelser af Pieter de Hoochs billede og en reckke andre.
Hent det og bestem distancen!

Kender vi distancen, kan vi bestemme ganske meget ud fra et givet billede. o
Argumenter ved hjeelp af illustrationen for, at der gaelder: d - tan(v) = a, og at vi

dermed kan opstille en tabel for samhgrende veerdier af vinklen v og tallet a.

Vinklen v er den vinkel, en given linje danner med normalen. Tallet a angiver

afstanden fra H til linjens forsvindingspunkt F|. Tabellen kan afsaettes pa d
horisonten h som en skala, der om hvert forsvindingspunkt forteeller, hvilken vinkel
sigtelinjen til dette punkt danner i virkeligheden med normalen.

Qvelse 5.7 Bestem vinkler
P& dette link kan du hente en af gvelserne fra den hollandske laerebog, hvor man ud fra en illustration
blandt andet skal angive, hvor meget derene og vinduerne er abnet i virkeligheden.

Qvelse 5.8 Renassancens illusionskunst

Renaessancens kunstnere (der alle kunne deres geometri) udviklede en neermest lgssluppen gleede ved
og en eksperimenterende tilgang til centralperspektivet. De fandt hurtigt ud af, at man kunne udnytte de
faste regler til at skabe illusioner. Reglen om, hvordan man tegner treeer med samme afstand imellem,
som vi sa pa i gvelse 5.5 ovenfor, kan fx udnyttes til at skabe en illusion om, hvor lang en sgjlehal er. En
sadan illusionskunst er siden 1800 blevet kaldt Trompe I'oeil, men har altsa redder langt tilbage.Via
hjemmesiden [materiale under udarbejdelse] kan du finde en raekke eksempler herpa. | afsnit 12
undersgger vi neermere matematikken bag dette.

Praxis: Parallelperspektiv

Nar vi selv tegner i rumgeometri, anvender vi normalt ikke centralperspektivet, men det sakaldte
parallelperspektiv. Her bevares parallelitet, og en kasse tegnes, sa den fierneste sideflade er lige

sa stor som den forreste. Denne metode til at skabe forestilling om rumlig dybde i
todimensionale tegninger kendes ogsa fra andre kulturer, ikke mindst i Japan. Det viser sig at
fungere godt, nar det drejer sig om sma afstande. Nogle veerktgjsprogrammer kombinerer
parallel- og centralperspektivet.
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2. Vektorbegrebet

Det er lige sa sveert at svare pa spargsmalet " Hvad er en vektor?", som det er at
svare pa spergsmalet "Hvad er et tal?". Bade vektorer og tal er abstrakte
begreber, der kan opfattes som repraesentanter for fysiske objekter. Barn i
skolen leerer at telle og regne med tallene ved at betragte fysiske objekter
sasom eebler og pizza'er osv. Farst senere lgsrives regnestykkerne fra de
konkrete objekter, og tallene bliver til symboler. Dette har vi behandlet i C-
bogens kapitel 7.

| gymnasiet repreesenterer vi en vektor ved en pil (et orienteret linjestykke), der
har en lzengde og en retning. Laengden angives som et tal, og i dette kapitel vil
vi kalde tal for skalarer. Inden for skalarernes verden er det klart defineret,
hvordan vi regner — fx hvordan vi laegger sammen, treekker fra, ganger og
dividerer. Da vektorer ogsa har en retning, er det en lidt anden sag at regne i
vektorernes verden, men meget arves fra tallene. | videregaende matematik
losrives vektorerne fra pile og bliver til abstrakte symboler.

Vi arbejder her i kapitlet parallelt i 2D og i 3D, og vi vil i mange tilfeelde ngjes
med at illustrere begreber i to dimensioner, nar disse kan anvendes helt
parallelt i tre dimensioner.

Praxis: Notation
For at skelne mellem vektorer og skalarer skrives de forskelligt. Vektorer

N
skrives som bogstaver med en pil over: , Skalarer skrives pa sadvanlig
vis med kursiverede bogstaver: s. En vektor, der beskriver en flytning fra
et punkt A til et punkt B, betegnes med punkternes navne i raekkefelge og

- -
med en pil over: 45. g4 er derfor vektoren fra Btil A.
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2.1 Repraesentanter for en vektor

Pile, der har samme leengde og retning, er repraesentanter for den samme vektor, uanset hvor de befinder
sig i planen eller rummet. Kan man med en parallelforskydning flytte en pil over i en anden, repraesenterer
de samme vektor.

Forestiller vi os formationsflyvninger, hvor fly eller fugle flyver med samme fart og retning, sa vil vi kunne
beskrive disse flys eller fugles feelles hastighed med én og samme vektor. | fysik taler man da ogsa om
hastighedsvektoren. En bestemt vektor repraesenterer altsa pile, der har samme laengde og retning. Den
feelles leengde kaldes vektorens leengde.
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3. Vektorer i et koordinatsystem

For at kunne udfgre beregningen indfarer vi nu et koordinatsystem. Et
koordinatsystem har udgangspunkt i et punkt O, der kaldes for origo (samme
ord som origin). O kaldes ogsa ofte for begyndelsespunktet. Til ethvert punkt Pi
et koordinatsystem knytter vi en vektor, der beskriver punktets beliggenhed i
forhold til O.

Definition: Stedvektor
En vektor, der gar fra koordinatsystemets begyndelsespunkt O ud til et

punkt Pi planen eller rummet, kaldes en stedvektor for P og betegnes
-

OP-




3.1 Det retvinklede tredimensionale koordinatsystem

| planen kender vi allerede det retvinklede (rektanguleere) todimensionale koordinatsystem beskrevet ved en
x-akse og en y-akse. | rummet indferer vi efter samme princip et retvinklet (rektanguleert) tredimensionalt
koordinatsystem, som har en tredje akse, nemlig en z-akse, som star vinkelret pa de to andre akser i det
todimensionale koordinatsystem, saledes at de tre akser ligger i et indbyrdes hajresystem. Det betyder, at
man med hojre hands tommelfinger, pegefinger og langfinger kan danne en model af koordinatsystemet,
saledes at x-aksen lgber langs tommelfingeren, y-aksen langs pegefingeren og z-aksen langs langfingeren.
Ligesom det todimensionale koordinatsystems to akser naturligt inddeler planen i fire kvadranter, s& inddeler
det tredimensionale koordinatsystems tre akseplaner naturligt rummet i 8 oktanter som vist pa figuren

nedenfor.
F4
i .

Kvadranterne i et 2D-koordinatsystem. Akseplanerne i et 3D-koordinatsystem. Oktanterne i et 3D-koordinatsystem.

2. kvadrant

4. kvadrant

Det todimensionale koordinatsystem svarer saledes blot til en akseplan i det
tredimensionale koordinatsystem. De tre akseplaner betegnes ud fra akserne, som
xy-planen (orange), xz-planen (gren) og yz-planen (bl&). Vi vil i det falgende omtale |
det todimensionale koordinatsystem som planen, og det tredimensional
koordinatsystem som rummet.

@velse 5.9 Orientering af koordinatsystemer
Hvilke af falgende koordinatsystemer er hgjrehandssystemer?
a .z b) - c) X d) v
X ¥ 4 X
o o o o]
z
¥ ¥ F4
= z
(0,0.2)
P Pl
o 10.%.01
¥
(0,0 £’/ = /
)

x

Koordinaterne til punktet P findes som P's projektionPunktet P(1,2,3) er saledes et punkt i rummet,hvis
ind pa hver af akserne. Er P et punkt i rummet, s&  afstand fra O er 2 enheder i positiv x-retning, 1 enhed i
betegnes koordinaterne P(x,y, z). positiv y-retning og 3 i positiv z-retning.
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3.2 Vektorer beskrevet med koordinater

@nsker vi at beveege os ud i et punkt P i planen eller i rummet, sa gar vi langs ¥

en stedvektor gp til punktet P idet man i det rektanguleere koordinatsystem L)

farst gar x enheder ud ad x-aksen, og derefter y enheder ud ad y-aksen — og oP
endelig, hvis vi befinder os i rummet, z enheder op ad z-aksen. Vi tillaegger

= =0 )
vektor op samme koordinater som punktet P Bl a I planen eller | ¥

rummet har en repreesentant med udgangspunkt i O og kan derfor opfattes som

stedvektor for et punkt A(a ,a ) i planen eller A(a ,a ,a )irummet: > = . Vi
12 123 a=O0A

benytter normalt falgende lodrette koordinatnotation for vektorer, for at kunne
skelne mellem vektorer og punkter:

a
- - ! X - - a, X
a=0A= a, irummetog 5= A= i planen
a
a :

Vi har saledes indfert en ny repreesentationsform for vektorer, nemlig
koordinatrepraesentationen, som i mange tilfaelde gor problemlgsning lettere
end med den geometriske repraesentation alene. G J

Pl

Bemaerk, at hvis vi seetter a3 = 0, vil vektoren saledes ligge i xy-planen, hvilket
jo svarer til en vektor i planen. Bemaerk ogsa, at i tilfaeldet, hvor punktet A
veelges som punktet O(0,0,0), bliver stedvektoren:

= i = 0 i
00= 0 irummetog op= . i planen

Ifalge vores definition er det egentlig ingen vektor, da den ingen retning har,

>
men vi kalder den i begge tilfzelde for nulvektoren og betegner den med , . Alle
andre vektorer kaldes for egentlige vektorer.

Praxis: Vektornotation i et veerktajsprogram

Nogle veerktojsprogrammer giver ikke mulighed for at skrive pil over et bogstav, som
betegnelsen for en vektor. Man ma derfor finde andre notationsformer, fx fede bogtaver, som
betegnelsen for vektorer. | nogle sammenhange kan det vaere hensigtsmaessigt at skrive
vektorer som raekkevektorer, dvs. vandret som i en liste. Pa den made vil man fx nemt kunne
hente enkeltkoordinater ud med reference til den plads, de star pa i listen: Hvis vi fx definerer a:=
{a_1,a_2}, sa vil vi kunne hente forstekoordinaten ud med a[1]. / en skriftlig besvarelse forklarer
man sin notation, hvis den ikke er gaengs. Men vigtige indbyggede kommandoer, som vi gerne
vil kunne benytte ved regning med vektorer, kraever, at vektorerne er defineret som sojlevektorer,
dvs. som en slags talskema med 2 (eller 3) reekker og 1 sgjle fx

«-[]

Her vil vi sa skulle identificere koordinaterne med angivelse af bade raekke og sgjleplacering,
dvs. at her vil a[2,1] give os andenkoordinaten, fordi den star i raekke 2 sgjle 1, man naevner altsa
raekkenummeret r forst og derefter sgjlenummeret s: a[r, s].

Qvelse 5.10
Beskriv pa koordinatform stedvektorerne til punkterne i rummet vist pa figuren,
idet hver terning repreesenterer en enhedsterning, og udgangspunktet er

0(0,0,0).

QOvelse 5.11
Givet falgende vektorer:
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Hvordan kan vi let eendre en vektor i planen til at vaere en vektor i rummet? Tegn en skitse, der viser
vektorernes beliggenhed i et tredimensionalt koordinatsystem.




3.3 Regning med koordinatvektorer

Definition: Modsat vektor og multiplikation med skalar ‘7
- -
Vektoren — ; er den vektor, der har samme leengde som ,, men modsat :
-

B
- - . - - - F
retning, dvs. hvis ; = sp, saer -5 = —pp = gA. Vi kalder — ; for den A / 2.3

- -
modsatte vektor til 5. Vektorens - 5 er den vektor, hvis lzengde er s

- -
gange sterre end laengden af 5, og hvis retning er den samme som ,
hvis s er positiv, den modsatte, hvis s er negativ, og som er nulvektoren,
hvis s=0.

Ovelse 5.12 Linje med retningsvektor

- - - -
Vis ud fra definitionen, at hvis 5 og p er parallelle vektorer, sa findes et tal s, sa p =S" 5. Afszetter
- - -
man de to vektorer 5 og s - 5 med samme udgangspunkt A, sa vil endepunktet P for s - 5 gennemlabe

-
linjen I gennem P og me 5 som retningsvektor, nar s gennemlgber de reelle tal, dvs. fra — til +o. P4
figuren ses to ud af de uendeligt mange placeringsmuligheder for P.

P
Ovelse 5.13
. e oo a, . = 3 a,
a) Vis ud fra definitionen, at hvis 5 = sder3: 5= og
a, 3-a,

- -ay -
—1-a= ==z
-a,

b) Formuler en generel regel for multiplikation med skalar, nar vektoren er givet ved et koordinatsaet.

Definition: Addition og subtraktion af vektorer

Vi adderer vektorer geometrisk ved at afszette
repraesentanter for vektorerne i forleengelse af
hinanden saledes, at der, hvor den ene pil slutter,
begynder den naeste osv. Pa figuren er det

demonstreret med to vektorer i planen. Vektoren

- - . - ( —>)
a — p defineres som vektoren 5 + \—4 /.

Ovelse 5.14 Vektoraddition pa koordinatform

a) Vis ud fra eksemplet pa tegningen, at:

L a, - b1
hvis 5 = og p =
& b,
A - o a, + b,
saer g+ p=
a, + b,

Bemaerk: | det viste eksempel er b  negativ.

b) Vis ved at kombinere spargsmal a) med gvelse 5.13, at

N od T



/sites/lru.dk/files/lru/hem_a_226_a.png
/sites/lru.dk/files/lru/hem_a_226_b.png
/sites/lru.dk/files/lru/hem_a_226_c.png
/sites/lru.dk/files/lru/hem_a_226_d.png
/sites/lru.dk/files/lru/hem_a_227_a.png

Dvs. addition — og subtraktion — foregar blot ved, at man lzegger
koordinaterne sammen koordinatvis. Dette geelder naturligvis ogsa,
hvis vi regner pa vektorer i rummet.

Qvelse 5.15

Tre vektorer er givet ved:

1 5 )

e - -
ag=4{ -3 b)p=Y 6 ) c=\{ -3
2 2 8

- o o - -5 o - -5 -

agtpte b) p—atec S a~c~b

Gvelse 5.16

. - = -
Pa figuren ses tre vektorer 4, p 0g ¢

Konstruer geometrisk falgende vektorer:

- - - -
agtp b c—p

e - o5 -5
Satptc Jc—atp

Qvelse 5.17 Diagonalerne i et parallelogram

- -
Tegner vi 5 og p ud fra samme punkt, s& udspzender de et parallelogram.

: i i - - - -
Vis, at diagonalerne i dette parallelogram netop er vektorerne 5+ pog 5 — p

| fysik repraesenterer man kreefter og hastighed ved vektorer, fordi der bade indgar
en starrelse og en retning. Hvis vi forestiller os, at en genstand er pavirket af de to

- -
kreefter repraesenteret ved 5 og p, s& udger sumvektoren netop den resulterende
kraft, som pavirker genstanden. Derfor kaldes et parallelogram udspzendt af to
vektorer ofte for kreefternes parallelogram.

Eksempel: Bevaegelse under pavirkning af flere krzefter

En luftballon beveeger sig under pavirkning af tyngdekraft, opdrift og vind. De to
farste giver samlet en lodret pavirkning, den sidste en vandret. Beveegelsen kan
dermed betragtes som resultat af en vandret beveegelse og en lodret beveegelse.
Repraesenterer vi ballonens lodrette og vandrette hastighed med vektorer, sa kan vi
illustrere ballonens resulterende hastighed frembragt af disse ud fra kreefternes
parallelogram. Bemzerk, at beveegelsesbanens stejlhed vil veere afhaengig af de to
hastigheders storrelser.

Qvelse 5.18

e -
a) Veelg to tilfeeldige ikke-parallelle vektorer 5 og 4, (tegn, og aflees koordinater eller omvendt!).

b) Tegn det parallelogram, som de to vektorer udspaender, og tegn sumvektoren samt
differensvektoren.

c) Aflees sumvektorens og differensvektorens koordinater, og kontroller ved beregning, at
koordinatseettene til de to vektorer er korrekte.

Eksempel: Linearkombination af vektorer — linezert afhaengige/uafhaengige
vektorer

Der er givet tre vektorer i rummet:
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En vektor bestemt ved en sum af disse tre vektorer, hvor hver af vektorerne er
ganget med en skalar, kaldes en linearkombination af de tre vektorer. Bestem

koordinatseettet til linearkombinationen: Z =2 _a) +3- Z -4 Z Et seet af vektorer
kaldes linezert afheengige, hvis blot en af vektorerne kan skrives som en
linearkombination af de @vrige vektorer. Hvis ingen af vektorerne kan skrives som en
linearkombination af de avrige, sa kaldes vektorerne linezert uafthaengige.
Eksempelvis er det saet af vektorer, der bestar af de fire vektorer

Praxis: Regning med vektorer i et vaerktgjsprogram
Bruger man et vaerktgjsprogram, vil man typisk definere de opgivne
vektorerne fra start, sa man kan regne videre med dem. Defineres:

. - - = - -
kan man bestemme koordinater for vektorer som 5 + p, 5 — p, 2 5 09

- b -
¢t =2+ 5 —3: p blot ved at opskrive udtrykkene. @nsker vi at regne

—
videre med en vektor, definerer vi den som en ny vektor, som vist med .

Qvelse 5.19

Bestem i et veerktajsprogram vektorerne naevnt i praxisboksen.

Forbindelsesvektorer

Nar vi skal beskrive en geometrisk figur, fx en trekant i planen eller rummet, sa vil vi
typisk angive koordinatszettene til trekantens hjgrnepunkter. Nar vi skal regne pa
trekanten, sa far vi brug for at kende koordinatseettene til de vektorer, der beskriver
trekantens sider.

Seetning 3: Indskudsreglen

For tre punkter A(a;, a,, a;), B(b;, b,, b;) og C(c,, c,, c;) i rummet (eller efter planen - tegn selv!)

geelder, at:
- - - - - -

AB=Act cB eller sp=cB—cA

Qvelse 5.20

Vis reglerne ud fra definitionen p& geometrisk addition af vektorer og definitionen p& modsat vektor.

-
Satning 4: Koordinaterne for forbindelsesvektoren sp

Hvis A(a,, a,, a;) og B(b,, b,, b;), sa er koordinaterne
for forbindelsesvektoren:

:)-(2)-(

Bevis

- - -
Veelg C = O i indskudsreglen. Sa er o= o — OA- Indseet nu koordinaterne. v

Praxis: Forbindelsesvektor i et vaerktajsprogram

Bruger man et vaerktajsprogram, vil man typisk definere de opgivne punkter som
stedvektorerne fra start, sa man kan regne videre med dem. Har vi fx givet A(2,3,6) og
B(5,-4,-2), kan vi gore saledes:
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Qvelse 5.21

Bestem koordinatszettene til forbindelsesvektorerne mellem falgende tre punkter bade ved
handkraft og i et veerktojsprogram: A(3,—1,4), B(-1,6,2) og C(8,—4,12).

Praxis: Konstruktioner i et 2D- eller 3D-
geometriprogram

Man kan ogsa plotte punkter i et 2D- eller 3D-
geometriprogram og konstruere reprasentanter for

A(2,3,8)

vektorerne der ud fra. Herefter kan man benyttet
programmets indbyggede kommando til at bestemme
koordinatsaettene til vektorerne. B(5,~4,-2)

Qvelse 5.22

Konstruer de tre punkter i gvelse 5.21 ovenfor i et 3D-vaerktgj, og bestem ved
aflaesning deri koordinatsaettene til deres forbindelsesvektorer.

Midtpunkt af et linjestykke

Vi vil bestemme koordinatseettet til midtpunktet M mellem de to punkter i rummet:
A(al,a2,a3) og B(b1,b2,b3). Tegn selv med i 2D! Da M er midtpunktet mellem A og
B, s& ma der geelde, at

2:AM=AB

= 2 _ =2 = Anvend szetning 4 om forbindelsesvektorer
2'OM ~2°0A= 0B~ OA

- - - Flyt - over
2 OM = 0B~ OA Y2 0n
- ( = =2 Gang igennem med 1
oM = 5 "\OB~ OA
Indseet koordinater
a, + b,
- 1
oM =35 &+t b,
a; + by

- ((a1 +b,) (a,+b,) (a,+ ba)) Gang ind og udnyt, at 1 °9 O_I\)/I har samme
CE ,

2 2 koordinater

Ovelse 5.23 Midtpunkt af linjestykke

a) Bestem koordinaterne for midtpunktet mellem de to punkter A(2,3,6) og B(5,—
1,-4)

b) Kontroller beregningerne ved en konstruktion i et 3D-veerktgj.

Eksempel: Vektorernes beskrivelseskraft

Mange geometriske seetninger om fx hgjder og medianer i en trekant kan behandles
elegant med brug af vektorer. Det ser vi nzermere pa i et projekt pa hjemmesiden
[materiale under udarbejdelse].
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3.4 Laengden af en vekior

Leengden af stedvektoren _a) = 5,)4 hvor punktet A har koordinaterne A(ay,ap,ag), svarer til laengden af det
linjestykke, der forbinder punktet A med O, dvs. |OA|. Da enhver vektor kan opfattes som en stedvektor, kan
alle vektorers laengde beregnes saledes. En stedvektors lzengde kan beregnes ved at anvende Pythagoras'
saetning, og det viser sig, at denne formel let generaliseres fra plan til rum.

Szetning 5: Leengden af en vektor

=
Laengden af en vektor , =

-

bestemt ved |

Bevis

- - -
Vi afszetter 5 som stedvektor: 5 = o4 0g anvender Pythagoras' seetning to gange -

se illustrationen.
| xy-planen far vi af trekant OBD, der er retvinklet, at

- 12
|OD| =a’+ 3}
| vektorens plan far vi tilsvarende af trekant ODA, der er retvinklet, at

|5:4|2= |O_)D|2""332=312""322""'332
|5:4| =\/az12+az22+a32 v

Eksempel: Laengden af en vektor

-
Vi vil bestemme leengden af vektoren 5 = 2

=
Vi indsaetter i formlen: |a| =\/42+22+42 =V16+4+16=V36=6

Praxis: Leengden af en vektor i et vaerktojsprogram
Har vi defineret en vektor i et vaerktgjsprogram, kan vi bestemme laengden ved at anvende en

kommando som norm (_a))

e 6 -
Har vi defineret ;: = . , giver kommandoen norm( a) =10.

QOvelse 5.24
Bestem laengden af falgende vektorer ved hjeelp af laengdeformlen:

1 13 5
- - -
;’=(3) b=\ 2 c=\ 6 da=\ ;’=(‘5)
4 —4 2 0 8

Undersgag, hvordan dit vaerktejsprogram kan udregne lzengden af en vektor, og kontroller dine
beregninger.

Gvelse 5.25 Laeengden af en forbindelsesvektor
a) Givet to punkter i rummet: A(aq,ap az) og B(b1,bo,b3), vis falgende formel:

| a5l =6 =27+ (6, &P + (b, — &)
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b) Givet A(2,3,6) og B(5,~4,-2), vis at | g5| =122 = 11,05.

c) Givet tre punkter i planen: A(2,—1), B(4,6) og C(—3,5). Bestem sideleengderne i trekant ABC.

-

Qvelse 5.26 Lengdebestemmelse i geometriprogrammer
a) Plot de tre 2D-punkter i gvelsen ovenfor, konstruer trekanten, og bestem sideleengderne.

b) Plot de to 3D-punkter i avelsen ovenfor i et 3D-geometriprogram, og bestem afstanden mellem dem.

Eksempel: Pythagoras' satning i hgjere dimensioner
Som beviset antyder, kan man generalisere Pythagoras' saetning til

hgjere dimensioner. Lad os se pa en kasse udspzendt af de tre vektorer

ar b 09 ¢, som vist pa figuren. Vi har set, at vi via en diagonalvektor i

-
kassens bund kan na frem til, at der for en diagonalvektor ;4 i kassen
geelder (overvejl):

o Y P

hvilket netop er Pythagoras' saetning i 3 dimensioner.
3D animation - Pythagoras i 3D (html)
3D animation - Pythagoras i 3D (ins)

Fortseetter vi tankegangen, vil vi nok pr. intuition acceptere, at dette ogsa ma geelde i hgjere dimensioner end
3. Det er imidlertid vanskeligt at tegne sig frem til et bevis som ovenfor, for hvordan tegner man en kasse i fire
dimensioner? Man kan fx begynde med udfolde en 3D-terning i 2D (se figur), og sa felge princippet, dvs.
udfolde en 4D-terning (kaldes ogsa en hyperterning) i 3D, hvor den vil besta af otte terninger (se figur). Hvis
vi drejer alle disse otte terninger 90° "opad" i det firedimensionale rum, sa vil vi netop fa en hyperterning, hvor
vi ser de otte terninger som den indre og den ydre samt de seks terninger, som forbinder den indre med den
ydre. | fire dimensioner handler Pythagoras” seetning séledes om, at bestemme leengden af en diagonalvektor

- i . - - o -
d4p i en tilsvarende retvinklet hyperkasse udspzendt af vektorerne 5, p, ¢ 09 ¢-

3D-terning udfoldet i 2D 4D-terning udfoldet i 3D Hyperterningen i tredimensionalt
perspektiv

3D animation - Udfoldning af en terning (html)

3D animation - Udfoldning af en terning (ins)

3D animation - Udfoldet hyperterning (html)

3D animation - Udfoldet hyperterning (ins)

3D animation - Hyperterning i 4D perspektiv (html)
3D animation - Hyperterning i 4D perspektiv (tns)
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3.5 Tveervektor i en plan

Den vektor, der fremkommer ved at dreje en plan vektor — 90° i positiv
a

omlgbsretning, kalder vi for tveervektoren til o Den betegnes A (kaldes
-
a a
sommetider "hat-vektoren", og processen kaldes sommetider "at hatte"). Da
nulvektoren ikke har nogen retning, definerer vi A

positiv

Saetning 6: Koordinater for en tvaervektor

. = &
Har en vektor koordinaterne ; =
&

i b "
sa far dens tvaervektor koordinaterne 2=
a

Qvelse 5.27
Bevis seetningen ved brug af ovenstaende illustration. Tegn selv andre

=
beliggenheder af vektor 5.

QOvelse 5.28
Bestem koordinatsaettet til tveervektoren af falgende vektorer:

=(2) 5-(7)= - ()
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3.6 Cirkler og kugler
Ud fra leengdeformlen kan vi bestemme en ligning for en cirkel i planen samt en kugle i

rummet. En cirkel/kugle bestar jo netop af de punkter, hvis afstand til centrum er lig med
radius.

Cia.by

Seaetning 7: Ligningen for en cirkel i planen og for en kugle i rummet

Cirklen med centrum i C(a,b) og radius r har ligningen (x— a)? + (y — b)?= A~

Kuglen med centrum i C(a,b,c) og radius r har ligningen
(x—a)’+(y—b)*+ (z—c)*= P~

Bevis

Udledningen bygger pa ovelse 5.25 om leengden af forbindelsesvektorer. Vi ser pa
tilfeeldet med kuglen. Lad C(a,b,c) veere kuglens centrum, og lad P(x,y,z) betegne et
tilfeeldigt punkt pa kuglen. Kalder vi kuglens radius for r, far vi af formlen i gvelsen:

5
|CP| =V(x—a)+(y— b2+ (z—0c)

=V —aP+ (= b+ z—cf  Indsmt| ),

(x—a)P+(y—bP+(z—c)’=Pra Kvadrer v

Eksempel: Cirklens ligning/kuglens ligning
En cirkel har centrum i C(3,2) og gar igennem punktet P(11,—4). Vi vil bestemme en
ligning for cirklen. Radius i cirklen bestemmes som lzengden af en radiusvektor:

- 11—3) ( 8 ) -
= = .Dvs;:r=\/2 —6)2 =V100 = 10.
cP (_4_2 _6 8+ (-6)

Vi kan nu opskrive ligningen for cirklen: (x — 3)? + (y — 2)2 = 10°
Det er naturligvis ikke ofte, man far en radius, der er et paent helt tal. Men da tallet P

indgar i ligningen, betyder det mindre. Kuglen med centrum i C(1,3,2), og som gar i
gennem punktet P(4,6,5), har en radius pa:

r= |5P| =\/(4—1)2+(6—3)2+(5—2)2)=\/27=5,196

Ligningen er: (x — 1)2 + (y — 8)2 + (z — 2)? = 27

Qvelse 5.29

Bestem ved brug af et veerktgjsprogram ligningen for:

a) Kuglen med centrum i C(3,7,—1) og radius r= 6.

b) Cirklen, der gar gennem P(2,-8), og som har centrum i C(-3,4).

c¢) Kontroller dine resultater ved at konstruere cirklen i et 2D-geometriprogram, kuglen

i et 3D-geometriprogram og bestemme ligninger ved brug af programmernes
indbyggede faciliteter.
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Eksempel: Omskrivning af ligninger til cirkel- eller kugleligninger pa normal form
En kugles ligning pa normal form er som angivet i seetningen. Et eksempel kunne veere:

(x=3P+(y+2°2+(z-57=10 *)

Dette er ligningen for kuglen med centrum i C(3,—2,5) og radius r=v10. Ganger vi
parenteserne ud, kan vi fa vi ligningen skrevet saledes efter at have reduceret:

C+y+2—6-x+4-y—10-2+28=0 )

Vi har regnet i handen og her anvendt de to kvadratsaetninger, som vi har preesenteret i C-
bogens kapitel 7:

(a+bP=d+bF+2-ab (a—-bP=&+b-2-a'b
(Kontroller evt. udregningerne med en expand-kommando).
Da vi blot har ganget parenteserne ud, fremstiller de to ligninger (*) og (**) samme
punktmaengde.
Hvis vi havde faet opgivet ligningen (**), skulle vi derfor kunne bestemme radius og
centrum ved at omskrive til (*). Det kan vi gare efter falgende opskrift:
Farst flyttes tallet 28 over pa den anden side:
X+ Y+ —6-x+4-y—10-z=-28 (***)
Leeg nu meerke til, at koefficienterne —6, +4 og —10 til de tre led —6-x, +4 'y og —10-z hver
for sig er det dobbelte af de tal, der indgar i parenteserne i (*). Disse tal stammer fra
koordinaterne til centrum. Derfor kan vi aflaese koordinaterne til centrum ved at halvere
koefficienterne og skifte fortegn! Og vi kan opskrive venstre side af ligningen (*):
(x=3)%+ (y+2)2 + (z—5)2
Men ganger vi fx parentesen (x-3)? ud, far vi
(x—=38P=x*-2-3-x+3F=x*-6-x+9
Tallet 9 "mangler" i (***), for at vi kan anvende kvadratsaetningen bagleens (fra hgjre mod

venstre). Tilsvarende mangler vi tallene 22 = 4 og 5° = 25 for at kunne omskrive til y og z
— parenteserne. Derfor laegger vi disse tal til pa begge sider i (***):

=6 x+9+)P+4 - y+4+2—-10-2+25=-28+9+4+25

(P=6-x+9)+(P+4-y+4)+(£—10-z+25)=10 Saml i parenteser

(x=32+ (y+2°2+ (z—5)2=10 Anvend
kvadratsaetningerne

Vi aflzeser: Ligningen fremstiller kuglen med centrum i C(3,-2,5) og radius r= V10.

Bemeaerkning: Giver reduktionen 0 pa hgjre side, fremstiller ligningen ét punkt, nemlig C.
Giver reduktionen et negativt tal, er der ingen punkter, der tilfredsstiller ligningen.

QOvelse 5.30
Undersgg, hvilke punktmaengder falgende ligninger beskriver:

X +y —12:x+8:y+3=0 )P+ )y P+ -2-x+6-y—4-2-22=0

b) X+ —2-x+4-y+5=0 d)X+)y+Z+8:-x-2-2-32=0

Opgaver
Pa hjemmesiden [materiale under udarbejdelse] ligger opgaver i tilknytning til afsnit 3.



4. Skalarprodukt af vektorer i plan og rum

Der findes to forskellige produkter af vektorer, hvor det ene resulterer i en skalar
(et tal) og den anden resulterer i en vektor. Naturligt kaldes disse for
skalarprodukt og vektorprodukt. Skalarproduktet geelder bade i plan og rum,
mens vektorproduktet kun findes i rummet.



4.1 Skalarprodukt i koordinater

Definition: Skalarprodukt i koordinater plan

- -
To egentlige vektorer ; og j i planen har koordinaterne:

=(2)=:-(3)
= O =
- b 50 b,

- -
Skalarproduktet af ; og p er defineret ved:

- -
a®p=2a-b+ab,

Rum

- -
To egentlige vektorer 5 og p i rummet har koordinaterne:

a, b,
- -
a= & og p = b,
a3 by

- -
Skalarproduktet af ; og p er defineret ved:

- -
a®p=a- b +a,-b,+a;b,

Skalarproduktet kaldes ofte for prikproduktet pga. symbolet, der anvendes til at
beskrive begrebet, nemlig en prik. Prikken ligner, men ma ikke forveksles med
et almindeligt gangetegn. Nar vi skriver skalarprodukter op, sa skal prikken
veere tydeligt markeret. For at tydeliggere det, markerer vi det her med
symbolet «. Nar vektorer lgsrives fra geometriske pile, sa kaldes skalarproduktet
ogsa for det indre produkt i et vektorrum.

Praxis: Skalarprodukt i veerktejsprogram

| de fleste veerktojsprogrammer findes der en indbygget kommando til
bestemmelse af skalarproduktet.

- 3 - -5
Har vi fx givet ;: = ( ) ) og p: = ( . ),anvenderman den

- -
indbyggede kommando, som fx: dotP( ar b) =09.

Qvelse 5.31

- -
Beregn skalarproduktet af de to vektorer 5 og , i planen i hvert af nedenstéende tilfeelde.

3 ()wi-(3) (5w (3)
a 6 9 b 4 a _5 9 b 3
oY= (2) * 3 (2)wi-(2)
a=\ o ]2b7\ a=\g /907 \,

QOvelse 5.32

Tegn ovennzevnte vektorer parvist med feelles udgangspunkt i et 2D-geometriprogram, og overvej, hvad
man kan sige om vinklen imellem vektorerne ud fra skalarproduktets vaerdi. Formuler den saetning, der
ser ud til at gaelde.

Qvelse 5.33




A
) - 5 - T
Vis, at ; @ = 0, for enhver vektor 5 = i planen.
a

Qvelse 5.34 Regneregler for skalarprodukt
- o5 o o
Vis,at ; @ p = p @ 5, dvs. at skalarproduktet opfylder den kommutative lov.

- - - - - -
Vis, at (s- a) 0p)=70 (s- b) =s: (a o b), dvs. skalarproduktet opfylder reglen om at gange en
skalar s pa.

: - (—) —)) e - - - L .
Vis,at ;@\ p+ /= 5@ p+ 5@ (,dvs. at skalarprodukt opfylder den distributive lov.

Gvelse 5.35 Kvadratszetninger inden for vektorregning

Vis ved hjeelp af regnereglerne fra gvelsen ovenfor, at vi kan regne saledes:
(—)—))(—)—))—)—)—)—)—)—)—)—)

a) \gtp/@\c—g/=30:-303+p@c—p@y

(—)—))(—)—))—)—)—)—)—)—)—)—)—)2—)2 o o o
b) Latp/@\a=p/=2@3-3@0p+p@®;—p@®p= 5~ p,fordi ;@p=1p@

=
a-

(—) —))2 -2 -2 - -5 (—) —>)2 -2 -2 - o
) \gtpl =g+ p+2 3@p09\g—p/ =g+ p -2 730
_— : -2
Bemeerk: Vi skriver skalarproduktet af en vektor med sig selv som 5, ligesom
Vi gor med tal.
Qvelse 5.36

- -
Beregn skalarproduktet af de to vektorer 4 og p i rummet i hvert af nedenstaende tilfeelde, og kontroller
dine resultater i et veerktgjsprogram.

a) 5 og b) 3 og c) 2 og
- - e
a= 6 a= -6 a~ 2

Qvelse 5.37

: I -5, -
Vis,at ;@ 5= 5 = |a| , for enhver vektor j i plan og rum.




4.2 Skalarprodukt og vinkler mellem vektorer

Det fine ved skalarproduktet er, at man kan vise, at det er helt uafheengigt af,
hvilket koordinatsystem vi veelger. Det betyder nemlig, at man fra situation til
situation kan lzegge koordinatsystemet preaecis sadan, at den problemstilling,
man star overfor, bliver mest simpel, fx nar vi skal bestemme vinkler mellem
vektorer.

Seetning 8: Skalarprodukt og vinkel mellemvektorer
Skalarproduktet af to egentlige vektorer kan beregnes ved produktet af
de to vektorers laengder og cosinus til vinklen mellem vektorerne, dvs.

—

a.;: |Z|-|Z|-cos(v)

- g
hvor ver vinklen mellem , og 4

Bemaerkning: Vinklen mellem to vektorer er defineret som vinklen mellem to
repreesentanter afsat ud fra samme punkt.

Bevis

Vi vil opfatte de to vektorer az og Z samt deres differensvektor som tre
linjestykker, der sammen danner en trekant (se figur). Saledes er de tre
sidelaengder i trekanten bestemt ved lzengden af hver af de tre vektorer.
Fra gvelse 5.35 har vi:

(—) —))2 -2 -2 - -
a~b/ = atph—2°20p

Med anvendelse af avelse 5.37 kan dette omskrives til:
- —)|2 |—> & |—) 2 - > .
a—bl =lalf+lpl-2° 50 ")

. . i = = =
Fra cosinusrelationen har vi, med . = 5 — p

=12l 151 -2

2Bl ecostv)

-2 = 2o . - q
Men (*) og (**) er to udtryk for | cl = | a — bl sa hojresiderne er ens:

21+ 151 -2 25 =151+ 131 -2+ 121« 5] - costv
e O =80 | |0 | o ) R

Zer=|2l-17] - costv Divider med —2
Hermed er saetningen bevist. v

Dvelse 5.38

Vis, at formlen ogsa er opfyldt, hvis vektorerne er parallelle.
- -
(Hint: udnyt, at vi kan skrive p, = s 5, samt regnereglen:

(s-2) @p=5-( @%). Derertotiteeide))

Af beviset for seetning 8 falger ogsa:

Szetning 9: Skalarprodukt er uafhangigt af koordinatsystem
Skalarproduktet af to egentlige vektorer i plan og rum afhanger ikke af

det valgte koordinatsystem.

Bevis

Undervejs omskrivning i beviset ovenfor sa vi, at

- ]2 = -, - o ) )
|a - bl = |a | +|b| —2¢ 5 @ p, som omskrives til:

2es=1-(alHlze-13-30

1
2

Dvs. at skalarproduktet kun afhaenger af vektorernes laengder samt
sumvektorens laengde. Men summen af to vektorer er jo defineret helt
uafhaengigt af koordinatsystemet, og det er leengden af en vektor ogsa! Altsa er



skalarproduktet uafheengigt af, hvilket koordinatsystem vi arbejder inden for
(blot enheden holdes fast). v

Ovelse 5.39 Vektorbevis for klassisk geometrisk saetning
a) Vis,at | =2 | - = =
) |a—b|+|a+b|2=2'|a|2‘*‘2'|b|2
b) Tegn en skitse af et parallelogram udspaendt af to vektorer az og ; s
hvor du tegner sumvektoren og differensvektoren ind i
parallelogrammet. Benyt din skitse samt ovenstaende resultat til at

argumentere for folgende: / et parallelogram er summen af
diagonalernes kvadrater lig med summen af sidernes kvadrater.

Qvelse 5.40 Hvorfor ikke gange vektorer ligesom vi adderer dem?
Vektoraddition sker koordinatvis og giver en ny vektor. Det ville derfor veere
naturligt at overveje at indfere multiplikation af vektorer efter samme ide.
Lad os prave, og lad os betegne dette med symbolet ®.

. - a, - b, o i
Givet vektorerne 5 = og p = , sé definerer vi:
&p b,
a b a; b
&h b, 3 b,

Betragt fx vektorerne 5 = ( 0 ) og p= ( ) )

waniei(1)(2)-(1)-(2)

Nu drejes koordinatsystemet svarende til, at begge vektorer drejes 45° i
positiv omlgbsretning.

a) Tegn situationen, og vis, at i det nye koordinatsystem har vektorerne

) - \2 - -2
falgende koordinater: 5 = og p=
V2 V2

- - =2
b) Vis, at i det nye koordinatsystem, farvi: 5 © p = ( 5 )

c) Det nye produkt afheenger saledes af koordinatsystemet. Giv en
begrundelse for, at det derfor ikke kan vaere seerligt anvendeligt.

d) Vis, at skalarproduktet giver samme tal i de to systemer.

Praxis: Vinkel mellem vektorer

- -
Vinklen mellem de to vektorer betegnes ogsa v= L( ar b?-
Gradintervallet for ver 0° = v = 180°, og vi siger, at ver den vinkel,
som den ene vektor skal drejes for at blive ensrettet med den anden.

- = - -
regner ikke vinkler med fortegn, dvs. L( ar b) = L( br al-

=
Geometrisk kan vi forsta skalarproduktet som leengden af 5 ganget med

- -
lzengden af p 's projektion pa 4 (eller omvendt), fordi vi kan laese
skalarproduktet som

- - |—>
b=la

a®

o (lZl . cos(v))

s
« cos(v) netop svarer til l,engden af projektionsvektoren 4 _,.
a

-
hvor | b

QOvelse 5.41
Gor omvendt rede for, at man ogsa kan forsta skalarproduktet som lzengden

- - -
af , ganget med leengden af ;'s projektion pa p.
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=
Skalarproduktets fortegn afhaenger af, om vinklen L( 4 er spids eller stump.

- e
Det ses let, idet vi kan laegge to vilkérlige vektorer 5 og p med udgangspunkt i
en enhedscirkels centrum, hvorved vi far:

A A

Vi b \ ,/ \\\

/ / \

v stump | / )
| P | ! v spids |
T —T > ! |
\ a | -
\ cos(v) / | cos(v) .Il a

\ \ ]

A r h! o

. S %
— | . ’,

- - i
VI T e T L( e b) Fortegn for cosinus Fortegn for skalarprodukt

0° =v<90° cos(v) >0 - _ -
(v) ~®p>0
v =90° cos(v) =0 = =
v a®p=0
o ° - o
90° < v =180 cos(v) <0 2@ 5 <0
Qvelse 5.42
Angiv fortegnet for skalarprodukterne af de viste par af vektorer:
b
v
a

Specielt lzegger vi meerke til, at to vektorer er ortogonale, nar deres
skalarprodukt er nul, og omvendt, at nar skalarproduktet af to vektorer er nul, sa
er vektorerne enten ortogonale eller ogsa er en eller begge vektorer en
nulvektor. Dette er et vigtigt resultat, som vi derfor formulerer i en saetning:

Seaetning 10: Ortogonale vektorer
Skalarproduktet af to egentlige vektorer er nul, praecis nar de er
ortogonale:

- - - -
a1 perensbetydendemed ; ® =0

Qvelse 5.43
Undersag, om falgende par af vektor i rummet er ortogonale:

a) b) c)
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A 5 \ % 1\ %
- - -
a~ -3 a~ 2 a~ 5
6 —4 2
: -4 12
- - -
b=\ 8 b=\ 8 b=\ 2

Eksempel: Bestem parameter for ortogonalt vektorpar
To vektorer i planen er givet ved:

_)—( 20t )og_)—(t)hvorterettal te R
a —1—4 2 4 I’ ’ '

- -
Vi vil bestemme veerdier af f, der gar, at 5 L 4, dvs. at vektorerne er
ortogonale.

Metode 1: Handregning
Vi udregner skalarproduktet:

ZOE=( 2't4 ).(:)=2-t-t+(—t—4)-4=2-12—4-t—16

- -
2 ® p = 0er altsd en andengradsligning i t, som har diskriminanten:

d=(—4)°—-4-2-(—16) = 16 + 128 = 144 > 0, dvs. der er to lgsninger:

_—(=4) %144 _4+12
2.2

t =1=x3,dvs.t=-2e¢llert=4

- -
Konklusion: 4 og p er ortogonale, nart = —2 eller t = 4, dvs. nar

= 0 = eller = 0
a — 9 b 4 a _s g
b7\
Metode 2: Vaerktojsprogram

- - 2t - t
Vi definerer vektorerne 5 : = n og p:= n
—t—

og opstiller den ligning, der skal lgses:
- -

dotP(a, b) =0p2-f—4-t—16=0

og leser den med solve:

solve(dotP(Z, Z) =0,D>t=2V t=4

Herefter udregnes de ortogonale vektorpars koordinater med en betinget

kommando:

- -4 - - =0
== (2 ) oo |t2( )
at a > 9 b1 b 4

og tilsvarende for den anden parameterveerdi.

Qvelse 5.44

To vektorer i planen er givet ved:

(7)) = 2-(3)
=S [o] =S

a ¢ d b >

hvor ter et tal, teR.

. - -
Bestem den veerdi af ¢, der gor, at 5 L p.
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Eksempel: Skalarprodukt til bestemmelse af vinkel mellem vektorer

Der er givet vektorerne:

a=(2) = 3-(2)

Vi vil benytte skalarproduktet til at bestemme vinklen mellem disse to vektorer.

Metode 1: Beregning i et veerktojsprogram
Vi omskriver skalarproduktet og isolerer cos( v):

- -
cos(v) = _a®b
> |-
151151
cos(v) = ——0:12+8" (=5) Indsaet koordinater
V62 + 82 - V122 + (—5)2
— 32 Reducer
cos(v) (10'13)

Anvend cos™' (eller arccos)

Man kan ogsa benytte et veerktajsprograms indbyggede faciliteter.
Definer

-(5) = 3-(%)

og indseet i formlen, hvor vinklen er isoleret:

doto( 2, 7)
v=arccos(0p+b)) = 75,75°

- -
norm( a) : norm( b
Konklusion: Vinklen mellem vektorerne er 75,75°.

2. Metode: Konstruktion i et geometriprogram

Konstruer vektorerne i et 2D-geometriprogram med feelles udgangspunkt i (0,0),
og benyt en indbygget kommando i veerktgjsprogrammet til at bestemme vinklen
mellem

vektorerne.

Qvelse 5.45
| et koordinatsystem i rummet er der givet tre punkter A(1,1,1), B(3,5,5) og
C(0,-3,-7).

. - -
a) Bestem vinklen mellem agog ac

b) Plot de tre punkter i et 3D-geometriprogram, konstruer

- -
forbindelsesvektorerne g 0og Ac, 0g bestem vinklen mellem disse med
programmets facilitet.
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4.3 Parameter fremstilling for en ret linje i plan og rum

En ret linje er som bekendt fastlagt ved to punkter. Vi vil nu beskrive en
ret linje /ud fra ét punkt samt en vektor.
Givet en linje |. Vi lader Py(x,, y,) betegne det faste punkt p& linen /, og
-
vi lader , betegne en vektor, der er parallel med /. Vi lader punktet
-
P(x,y) betegne et variabelt punkt pa linjen /, dvs. vektoren P,Per

- -
parallel med linjen. P,Per derfor ogsé parallel med [, alts& findes der
en skalar s, saledes at

PP=S"r

- -

5
OP~ OP,=S$"

-

- -

=
OP=OP,*s"

-

Vi omskriver nu til koordinatform. Er det en linje i planen, og saetter vi

- g .
r= , far vi:
h
X r
(X)=( °)+s-(1),hvorse[R
y Yo )

Ofte er det i beregninger hensigtsmaessigt at have linjens
parameterfremstilling skrevet pa formen:

X=Xy +s-r
Y=Y, +s1,

En linje har saledes uendeligt mange parameterfremstillinger svarende
til, at vi veelger et af de uendeligt mange andre punkter pa linjen som P,

=
og en anden vektor parallel med , som retningsvektor.

Helt analogt far vi en parameterfremstilling for en linje i rummet pa

formen
52 Xo T Xo+ S 1
y = Yo +s- r, = Yots n ,
z Z, r Zyt+s:n
hvor s € R
Qvelse 5.46

En ret linje m i rummet gar gennem punkterne A(2,-6,1) og B(5,—

>
4,3). Bestem ppg, og bestem en parameterfremstilling for m.

Eksempel: Fortolkning af parameterfremstillingen for en linje
En ret linje i planen har parameterfremstillingen:

()-(5) () e

LY
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Pyl-4.9)
\ Pra2l07)

N

‘\ P,_,(4.5)

\ P,_o(83)
- . Prea(12)

Py__o18,-1)

Vi kan betragte punktet P(x,y), som en partikel der over tid
gennemlgber linjen. Fx kan partiklens position til tiden =2 bestemmes
saledes:

(;)-(5222)- ()

Tilsvarende med andre veerdier af t.
lllustrationen viser partiklens position til forskellige tidspunkter.
Punkterne er indtegnet sammen med de tilhgrende stedvektorer.

Eksempel: Vektorfunktioner

Ovenstaende kan generaliseres til at omfatte meget andet end linjer,

idet banekurven for en partikel, der bevaeger sig over tid, kan beskrives X
ved en vektorfunktion af typen:

._S)(t) = ( th ), hvor te R
Y

Funktionerne x(t) og y(t) er reelle funktioner, som ikke behgver veere
linecere, men fx kan veere polynomier. Herved kan man fx fa en
parameterkurve, der krydser sin egen bane — og det mere end en gang!
Den slags funktioner ser vi nzermere pa i kapitel 6.

Eksempel: Ortogonale linjers haeldningskoefficienter m
To rette linjer | og m i planen, der har hzeldningskoefficienterne a; og 1
a,,, har parameterfremstillingerne:

IR e £
m:(;)=(:)+t-(;m),te[R

Nar to linjer er ortogonale, er skalarproduktet af deres retningsvektorer

nul. Heraf far vi:
1 1
[ J =0
al am
1+4g-a,=0
a ra,=-1

Dvs. linjer er ortogonale, netop nar produktet af deres
heeldningskoefficienter er lig med —1.

Praxis: Retningsvektorer og haldningskoefficienter

Heeldningskoefficienten for en ret linje i planen, og som ikke er lodret, kan bestemmes ud fra
linjens retningsvektor ved at forkorte vektoren, sa farstekoordinaten bliver 1. Pa symbolsk form
ser det saledes ud:

X Xo r
I: = +t- , t€ R er ensbetydende med
y Yo !
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Qvelse 5.47 Retningsvektor og haldningskoefficient for en ret
linje i planen

>
En ret linje | i planen er parallel med 5 = ( ’ ) 0g gar gennem

punktet Py(3, —2).

a) Bestem en parameterfremstilling for /, og bestem
heaeldningskoefficienten for /.

b) Er /ortogonal pa linjen med ligningen y=4-x—1,25?

Eksempel: Parameterfremstillingen for en cirkeltangent
En cirkel har ligningen (x-5)2 + (y—2)2 = 10% Vi vil bestemme en
parameterfremstilling for tangenten til cirklen i punktet P(13,8).

-
Tangenten star vinkelret pa radiusvektor ¢p, og derfor vil tveervektoren

=
til op veere en retningsvektor for tangenten. Vi far:

A
—>=(13—5)=(8)dvs ->=(-6)
cP 8o e 1S cp 8

A
Vi kan veelge at forkorte gP (divider begge koordinater med 2), sa vi
far retningsvektoren:

()

Regner vi i handen, er den nemmere at regne videre med. Vi far
saledes tangentens parameterfremstilling:

()=(5) s () en

Bemeerkning: | et 2D-geometriprogram kan vi konstruere cirklen og
afsaette punktet P(13,8) pa cirklen. Derefter kan vi konstruere
radiusvektor samt tangenten vinkelret pa radiusvektor i P — og her ud
fra bestemme en ligning (!) for tangenten, som vi s& kan omskrive til en
parameterfremstilling. Prov selv!

QOvelse 5.48
En cirkel har centrum i C(1,2) og radius 5.
Bestem en parameterfremstilling for tangenten til cirklen i P(4,6).

Eksempel: Skaering mellem linjer givet ved
parameterfremstillinger

>
En linje miplanen er parallel med 5 = ( 12 ) 0g gar gennem

punktet Py(4,5). En anden linje /i planen er givet ved
parameterfremstillingen

(5)=(5 )00 (5) e

Bestem koordinatsaettet til skeeringspunktet mellem de to linjer. Vi
opskriver en parameterfremstilling for m:

(C)-(2)+=(5)-(220)

og ser, at retningsvektorer ikke er parallelle, sa linjerne skeerer
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hinanden. Overvej selv dette!

Metode 1: Vaerktojsprogram

Vi bestemmer parameterveerdierne i skeeringspunktet mellem de to
linjer ved at lgse to ligninger med to ubekendte, idet vi saetter
koordinatsaettene lig med hinanden, dvs

( 4+s )_( 442t )
5-2.s/ \ 243t
4+s=4+2-t
5-2-s=—-2+3-t

Vi har saledes et ligningssystem med to ligninger og to ubekendte s og
t. Disse kan lgses i handen fx ved lige store koefficienters metode. Her
bruger vi et veerktajsprogram:

44+s=4+2-
solve( s t ,s,t)|>s=2andt=1
5—2-s=-2+3-t

Koordinatseettet til skaeringspunktet bestemmes nu ved at indsaette fx
=11l

(;)-(%)(5)-(3)

Konklusion: Skaeringspunktet mellem /og mer S(6,1). Kontroller selv
resultatet ved at indseette s=2 i m.

Metode 2: 2D-geometriprogram

| et geometriprogram konstruerer vi farst de to linjer ud fra to punkter
pa hver af linjerne:

Linjen I: saet t=1:

()20 (1)-(3)m e 7

Linjen m: seet t=2:

(;)z(_42)+2'(§)=(i)!st.o1(8,4)

Vi plotter de fire punkter ind og konstruere linjerne, hvorefter vi
bestemmer skeeringspunktet mellem de to linjer ved en indbygget
kommando i vaerktajsprogrammet. Bemzerk, at begge metoder ogsa
virker for linjer i rummet, hvor vi far oplyst, at linjerne rent faktisk skaerer
hinanden (ikke er vindskaeve), her far vi blot tre ligninger med to

ubekendte.
Qvelse 5.49
N 2
En linje mirummet er parallel med 5 = 1 , 0g gar gennem punktet P (5,4, —2).
—3

a) Opskriv en parameterfremstilling for m.
En anden linje /i rummet er givet ved parameterfremstillingen:

X 0 -1
y = 7 A o 5 ,teR
z

Det oplyses, at de to linjer /og m skeerer hinanden i et punkt S.

b) Bestem koordinatsaettet til S ved 1. metode: Lasning af et ligningssystem i et veerktajsprogram.

c) Kontroller resultatet ved konstruktion i et 3D-geometriprogram.
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4.4 Parameterfremstilling for en plan i rummet (supplerende stof)

En plan a i rummet kan ogsa beskrives ved en parameterfremstilling
efter samme principper som ovenstaende, blot skal vi ud over et fast
punkt i planen kende to vektorer, der udspeender planen. Vi lader

- -
Po(Xq: ¥or Zo) betegne det faste punkt i planen, og vi lader p %9 g
betegne to ikke-parallelle vektorer, der begge er parallelle med planen.
Vi lader punktet P(x,y,z) betegne et variabelt punkt i planen, dvs.

- -
vektoren P,Per parallel med planen, og da planen er udspaendt af p
-
og g sa findes to skalarer s og t, saledes at
- - -
P0P= S p ap e q
- - - -
oP—o0P,=S'pti g

- - - -
OP=0P, TS pti g

P4 S
e e
Vi omskriver til koordinatform, idet vi saetter p= P, og g = a9 , 0g Vi far
Ps 3
X Xo P4 94
y = Yo + s P, + 1 (R ,hvor s, te R.
Z 2y Ps g

Qvelse 5.50

- S - 3
En plan QC er udspaendt af ,, = 1 og g = 6 , 09
3 4

Q indeholder origo O(0,0,0). Opskriv en parameterfremstilling for
Q.

Qvelse 5.51
Punkterne A(2,6,—4), B(-6,—4,3) og C(5,—4,0) ligger i en plan QL.
Opskriv en parameterfremstilling for Q.

Opgaver

P& hjemmesiden [materiale under udarbejdelse] ligger opgaver i
tilknytning til afsnit 4.
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5. Projektioner i plan og rum




5.1 Projektion i plan og rum

Har vi givet et punkt P uden for linjen | i planen, sa kaldes skeeringspunktet Q mellem normalen ngennem P
og linjen for projektionen af P pa / (se figur). Har vi givet et punkt P uden for planen O i rummet, sa kaldes

skeeringspunktet Q mellem normalen ngennem P og planen for projektionen af P nedi O (se figur). Det
fremgar af illustrationen, hvad der menes med en normal.

Onsker vi at projicere en hel linje ned i en plan, sa svarer dette blot til ai : P,
projicere hvert enkelt punkt pa linjen ned i planen. Kender vi to punkter

P, og P, pé linjen, s& kan vi projicere disse ned i planen i punkterne Q

og Q,, og linjens projektion i planen vil da netop vaere den linje, der gar ’
gennem Q, og Q,. Man kalder ogsa linjens projektion for sporet af

linjen i planen.

N
Projektion af en vektor P,P, pa en linje / kan forega efter samme princip, hvor

- -
man blot veelger at projicere startpunkt p og slutpunkt p for en repraesentant

>
ned pa linjen, hvorved man far projektionsvektoren Q,Q, Tilsvarende ved

projektion af en vektor ned i en plan.

P,

- -
Projektion af en vektor 4 pa en vektor p, giver os efter samme princip en ny
-
vektor, projektionsvektoren, a_, som vist pa figuren. Vil vi projicere en vektor ind
b
pa en normal til en ret linje eller en normal til en plan, sa er princippet det
samme. P4 figuren ses en vektor i rummet samt en ret linje /i en plan O, som
saledes begge har linjen n som normal. Vektorens projektion pa normalen er
derfor den samme i begge tilfeelde. P& figuren ses yderligere vektorens
projektion ned i planen.
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5.2 Projektion af en vektor pa en vektor i plan og rum

Saetning 11: Projektion af vektor pa vektor i plan og rum

- - - -
Der er givet to egentlige vektorer 5 og p Projektionen af ; og
kan beregnes ved formlen:

- - |—> —>|
2 _a®p 7 I_’ |_ a®bp
=a%b JON

* p» der har leengden:
Il o [l

a—

- -
hvor I a" bI betegner den numeriske vaerdi af skalarproduktet.

Bemeerk, at 5_, har samme retning som p, hvis tallet ; @ 4 er positivt,
b

- - -
modsat retning, hvis 5 @ p er negativt, og at 5_, er nulvektoren, hvis
b

- - i E - -
a2 @ p ernul. | det sidste tilfelde er 4 og p ortogonale.

- -
Opskriv selv formlen for projektionen af 5 pa p!

Bevis a

Vi gennemfarer beviset med illustrationen i planen, som udgangspunkt. Vi
=

=

. . - o - . o o - -
kalder projektionen af 5 pa p for 5_,, som vist pa figuren. Da 5_, og p er
b b b
parallelle, sa findes saledes et tal s, sa:

- -
a»=5%"»p
b

- -
Den vektor, der repraesenteres af pilen fra spidsen af ,_, til spidsen af ;(se
b

- - -
illustrationen), kaldes for 5’s normalprojektion til p, og betegnes a, Ud fra

- -
definitionen pa projektion geelder, at 5, er ortogonal pa p. Vi har nu:

a=a->"1an
b
= _ = = Indseet > _ = =
a=S bt an a»=S5"p
b
- - ( i —>) - Prik med —
a®p=\S p+ta,/@p b

= = = =22 = Udnyt regneregel for skalarprodukt
a®p=S p®p+ a,®p yireanered P

= = = Udnytbla.,at > -
205=s|pP y ant b
- - Isoler s
s=a®b
-2
|l

e e
Indseettes nu udtrykket forsi 5, = s p far vi den forste formel.
b

Formlen for lzengden af projektionen far vi af falgende udregning:

- - - -5
a®p 7_12a®>b
5l
b

ol

5 —).—>| 5 —>.—)|
'|b|=an'|b|=aTb
%] ol

-
|- -
b

N
hvor vi har anvendt, at der for et tal tog en vektor |, gaelder:
- -
|t- Vl = |t|| vl- Overvej selv, hvorfor denne formel geelder (anvend

definitionen pa t - 7). v
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Af seetning 11 folger:

Saetning 12: Normalprojektion
- g
Givet to vektorer 5 og p.

- - e
a'S normalprojektion til vektor ,, der betegnes ,,, er bestemt ved:
-

- _)—>
_a_a:f'b
||

Bevis
Resultatet ses ved figurbetragtning!
¥
A i ° 4 B{3.4)
Eksempel: Projektion af vektor pa vektor '
To vektorer i planen er givet ved: B
A,(1.2,1.6)

- 6 - (3 e
a= o 09 p = 4 ol/ & N| :‘

. . nd . . o 2
Vi vil bestemme 5 projektion pa p.

Metode 1: Handregning
Vi udregner forst skalarproduktet:

e 6) (3)=6-3 —2).4=10>0
a.b (_2 [ ] 4 +( ) >0,

N
hvilket betyder, at projektionsvektoren er ensrettet med p.

-
Vi bestemmer leengden af 4.

bl =\NFT# =25 =5

Ved indseettelse i formlen far vi derfor:

- 3 3 1,2
o2 (2)-00 (2)-(22)
b 5 4 4 1,6

) . . - - 1!2
Konklusion: Projektionen af 5 pa p er vektoren 5_, = 5 )
b )

Metode 2: Veerktgjsprogram
Vi definerer farst de to vektorer:

=5 )z (2)

og derefter udregner vi projektionen med de indbyggede kommandoer:

o dot(3.5) - ( )

b norm ( —))

Metode 3: 2D-geometriprogram
Afsaet de to vektorer som stedvektorer for de to punkter A(6,—2) og B(3,4).

Herefter konstrueres en linje gennem A og vinkelret pa ; Skeeringspunktet
mellem denne linje og OB er projektionen af punktet A pa OB, som vi her
har kaldt A,. Da projektionsvektoren bliver stedvektor for A,, far den de
samme koordinater. Vi aflaeser koordinaterne for projektionspunktet
A,(1.2,1.6), og vi konkluderer:

a- =
b 1.6

Bemeerk: Alle tre metoder kan ogsa anvendes ved bestemmelse af
projektioner i rummet.
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Qvelse 5.52

- o - e - L - L=
Bestem ,'s projektion 5_, pa p, og bestem p's projektion p_, pa 5. Veelg selv metode:
b

a
T()wi(2) T ;
T\ /TP, Z=(6)ogz=(3)
-2 5




5.3 Projektion af en vektor pa en linje i plan og rum

=

Projektion af en vektor pa en vektor giver ogsa lasningen pa at projicere en vektor 5 ned pa en linje

/i plan og rum, fordi vi bare skal projicere vektoren ned pa linjens retningsvektor. \
a

4
>
Vi vil projicere 5 = ( 5 ) ned pa linjen / med parameterfremstillingen
=8

4 7
5 —’.-’ 5 S - L 7 7 4,77
a/=—éi L. =_ =3 4 L )= 1 )=\ oes

—2,73

Qvelse 5.53
En linje mi rummet har parameterfremstillingen:

(:)-(2)-C)

2
>
a) Bestem projektionen af 5 = ( 1 ) pa m ved beregning.
5

b) | et 3D-geometriprogram kan samme opgave lgses ved farst at bestemme to punkter pa
linjen.
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5.4 Projektion af en vektor pa en plan i rummet

Nar vi skal projicere en vektor = ned i en plan kunne vi veelge at
a

o
projicere de to endepunkter for en repreesentant ned i ¢, og ud fra
disse bestemme projektionsvektoren. Det er imidlertid lettere at ga en
lille omvej, inspireret af seetning 12 om normalprojektion. Der geelder
nemlig falgende saetning:

Szetning 13: Projektion af en vektor pa en plan i rummet

- -
Lad ; veere en egentlig vektor i rummet. Projektionen af ; ned

—
i en plan @, der har normalvektor p, er givet ved

- = = . . 2 =
differensvektoren mellem ; og ;'s projektion pa ,:

- - o - -
all= a~ andvs- g = g~

Bevis

§ . - - - . - - -
Af figuren fremgar det, at 5,+ 50 = g, altsder o= 53— an

- - -
Projektionen 5, af 5 pa , bestemmer vi ved projektionsformlen:

- -5
- o -
—a®n.
a- |_)|2 n 0g dermed er
2 n
- o
- =—)_ a. n .—)
al~a~—53z 'n
%]
. e . = =
Bemaerkning: Hvis 4 er parallel med Qlsder 50 = 4 v

Eksempel: Konstruktion af ortogonale baser i vektorrum

To ikke-parallelle vektorer Z og z i et 3D-rum udspaender et
todimensionelt underrum af vektorer, nemlig alle linearkombinationer. |
videregaende matematik er man ofte interesseret i at kunne bestemme
to vektorer, der er indbyrdes ortogonale, for i sa fald kan man bruge
dem som udgangspunkt for at oprette et rektanguleert koordinatsystem
i dette underrum. Denne proces med at bestemme en sadan ortogonal
basis i underrummet bygger pa metoden i ovenstaende seetning. Dette
dykker vi dybere ned i i et projekt pa hjemmesiden [materiale under
udarbejdelse].

Qvelse 5.54

Pa figuren ses trekant ABC i rummet, hvor koordinatseettene til
hjernepunkterne er angivet. Opgaven kan lgses bade ved
beregning og ved konstruktion i et 3D-geometriprogram.
Metoderne er sidestillede. Har du adgang til et geometriprogram,
sa kan du lese dem med begge metoder, og sammenligne:
Hvilken er lettest? Og hvilken metode giver det bedste overblik?

- - -
a) Bestem vektorerne ap, pc 09 AG: 09 bestem deres
projektionsvektorer i xy-planen.

b) Undersag, om projektionen af hgjden fra Ci trekant ABC svarer
til hojden fra C, i trekant A,B,C,.

-
(Hint: Betragter vi hejden som en vektor ¢ hvor H er fodpunktet
. . - - - = - o
for hojden, saer yc= Ac— AH. hvor gH jo er ac's projektion
-
pa ap- Tilsvarende kan hgjden i trekant A,B, C, bestemmes og

=
sammenlignes med y ¢'s projektionsvektor.)

Opgaver

A5-18)
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P& hjemmesiden [materiale under udarbejdelse] ligger opgaver i

tilknytning til afsnit 5.



6. Determinanten for et vektorpar i planen

A
>
Skalarproduktet af tveervektoren til en vektor med en anden vektor, dvs. udtrykket ; @ 4, Viser sig at veere
anvendeligt i flere sammenhaenge, og man har derfor indfert en saerlig betegnelse for dette.

Definition: Determinanten af et vektorpar

. - a - b1
Determinanten af et par vektorer , = og p= 5
e 2

b -
er defineret som skalarproduktet af tveervektoren til 5 med :

A
-a o)
det(;,;)=;.;=( ).( 1 )=_a2.b1+a1.b2
&y b,

Qvelse 5.55

A A
- - - - - -
Vis, at det(a, b) = —det( b a): og at det betyder, at ;. b= —Z. a-

Praxis: Determinantsymbol og huskeregel
Af og til benyttes et szerligt determinantsymbol, som bestar af to lodrette
streger, hvor inden for vektorernes koordinater er placeret i et talskema:

,

- o a, b.
det(a,b)= L =a,*b,—a,- b,
a b,

Det kan veere en hjaelp til at huske beregningen, at man regner i en slgjfe
inde i talskemaet:

Qvelse 5.56
Bestem determinanten af falgende vektorpar:

Szetning 14: Parallelle vektorers determinant

. - 34 - b, .
Et par af egentlige vektorer 5 = og p= o er parallelle, netop nar
& 2]

. - - . (—) -
determinanten er nul: aI | p netop nardet \ 5, =0

Bevis
A
) - . h = -
Hvis 5 og p er parallelle, sa ma 409 p veere ortogonale, og derfor er deres skalarprodukt nul:
A A

5 - (—) —>) i i - - . O
2 ® p = 0. Dermed er det\ 5, 5/ = 0. Omvendt, hvis determinanten af 5 og 4 ernul,saer , @ p =0,
A A

) Ed . = - . . . - -
dvs. g 09 p maveere ortogonale, men da 4 09 g 0gsaer ortogonale, sama 5 og p veere parallelle.

v

Gvelse 5.57 Bestemmelse af parameter for parallelle vektorer
For hvilke veerdier af s er falgende vektorpar parallelle?

a 2] a s+11°% a WA
_)=(12) _)=(3) _)=( - )
g 8 . 6 b s+ 1

Da determinanten af et vektorpar er defineret som et skalarprodukt, og da vi ved, dette er uafheengigt af
koordinatsystemet, sa er determinanten ogsa uafhzengig af koordinatsystemet — dog skal man huske, at
tveervektoren jo er bestemt ved en positiv drejning, dvs. at omlgbsretningen for det valgte koordinatsystem
skal veere den samme.
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Seetning 15: Determinant og vinkel mellem vektorer

- -
Determinanten af et par af vektorer , og 4 kan beregnes ved produktet af de to vektorers
lzengder og sinus til vinklen mellem vektorerne, dvs.:

A
- - -
wet(,2) =205 = IZI-lbl-sin(v)

) - -
hvor ver vinklen mellem ; og p.

Bevis
>
Vi veelger et koordinatsystem, s& 5 ligger langs med og er ensrettet med x-aksen, og séledes at

drejningsvinklen fra g til 4 er positiv.

= = 2 o .
3 09 p far s& koordinatseettene:

Z=(|;|;O)Og;= ( ioCOS(V) )

p * sin(v)

—

A A
i . - 0 P
Tveervektoren til 5 er derfor givet ved: a= , 0g udregner vi 2@ p:sa far vi:
a

- -
e sin(v) = |a pl ¢ sin(v)

i\) o 0 ;-cos(v) - - =
ses=(2)-( o ) o Bl e 12115

p * sin(v)

Praxis: Determinanten i et vaerktojsprogram
Den nemmeste made at bestemme determinanten i et vaerktejsprogram er at udnytte en

indbygget kommando af samme type som determinantsymbolet, hvor koordinater skrives i en
kvadratisk matrice.

- o

Determinantens fortegn afhaenger af fortegnet for vinklen fra 4 til p, fordi sin(v) = —sin(v), dvs. hvis
- -

vinklen fra g til p er negativ, s& er determinanten af de to vektorer negativ.

- o - o
Med vinklen fra g til ;, menes altid den mindste drejningsvinkel fra g til p.

Der geelder saledes (se illustrationerne):

Fortegn for vinklen Fortegn Fortegn for deter-_ -
fra atil b for sinus minantenafaog b

0° <v < 180° sinv)>0 | det(a,p) >0
v=0° eller v=180° | sin(¥)=0 det(a,b) =0

-180° < v < 0° | sin(v) <0 det(a,b) < 0

Qvelse 5.58
a) Udregn determinanten af folgende vektorpar i et veerktajsprogram:

1) 2) 3)
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=-(2)” =-(2)” -(2)”
5-(2) 5-(%) 5-(3)

- -
b) Kontroller fortegnet for drejningsvinklen fra 4 til 4, ved konstruktion i et 2D-geometriprogram.

Ligesom i trigonometrien vil vi ogsa med vektorer gerne kunne beregne arealer af plane polygoner, dvs. af
trekanter, fordi alle andre plane polygoner vil kunne trianguleres. Szetning 16 giver os en formel til

- -
beregning af arealet af det parallelogram (og den trekant), som udspaendes af to vektorer 5 og p.

Szetning 16: Areal af parallelogram/trekant udspaendt af to vektorer

- -
Arealet af det parallelogram, som de to vektorer ; og j, udspzender, kan beregnes ved:

A
- - -
A = |det( )|=|;.b|=|a|-|b|-sin(v)
parallelogram( )

- g
hvor 0 < v < 180° er vinklen mellem , og 4.

- -
Arealet af den trekant, som de to vektorer 5 og ; udspaender, kan beregnes ved:

A Lo =%-|det(Z,Z)|=

(rekanl( a’ b)

Bevis

- -
Fra trigonometrien ved vi, at arealet af trekanten bestemt ved de to repreesentanter for 5 og p, er lig med

T esin(v)

A HNE
trekant(—a),Z) - § & b

| trekanter regner vi altid vinklerne positive. | koordinatgeometri regner vi vinkler med fortegn. Derfor skal vi
her seette numerisk tegn om udtrykket:

1 |—) - i
T -y =3 |lal*lp esin(v)

trekant( ab

Seetning 15 giver nu:

T det(_a),Z)l og A

|det(a, b)l

-1, |
trekam( (_3) Z) 2

arallelogram( - _))

hvilket er pastanden i szetningen. v

Qvelse 5.59
a) Bestem arealet af trekanten udspaendt af de to vektorer:

-(5)=3-(7)

b) Indtegn vektorerne i et 2D-geometriprogram, og bestem arealet med programmets indbyggede
kommando.

Qvelse 5.60
De tre punkter A(-3,1), B(2,7), C(10,6) udspzender en trekant i planen. Bestem trekantens areal. Valg
selv metode.
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Opgaver
Pa hjemmesiden [materiale under udarbejdelse] ligger opgaver i tilknytning til afsnit 6.
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7. Vektorprodukt (krydsprodukt)

| planen (2D) kan vi konstruere en vektor vinkelret pa én given vektor ved at danne dennes tveervektor. Vi gnsker tilsvarende i rummet
(3D) at kunne konstruere en vektor vinkelret pa to givne (ikke-parallelle) vektorer. Dette opfyldes af det sakaldte vektorprodukt (ogsa
kaldet krydsprodukt):

Definition: Vektorprodukt (krydsprodukt) af to vektorer

N
Givet to vektorer: 5 =

- -
Vektorproduktet (eller: krydsproduktet) af de to vektorer er en vektor, der star vinkelret pa bade , og . Vektoren

betegnes ;XZ og har koordinaterne:

aeb;—a;eb,
age by —a; by

a; s b,—a, b

Vi forklarer nedenfor, hvordan denne formel kommer til veje.

Praxis: Udregning af et krydsprodukt i handen

&) 2
- =
Givet to vektorer: 5 = a, = 4 og p= b,
a, —1 b

Opskriv koordinaterne i talblokke saledes:

a4 & a & B g 2 4 | | 12 | | 4 -1 |
b, b, b, b, b, b, | » dvs 35 2 3 5 2
z y X z y X

Hver af determinanterne er sa lig med den koordinat til krydsproduktet, som de rade tal angiver.

Qvelse 5.61

a) Kontroller, at metoden giver det korrekte resultat, dvs. det som star i definitionen.

b) - - . - = L= -
Udregn 5X 4 med ovenstaende taleksempel, og undersag, om ;X , er ortogonal pa 4 og p.

Praxis: Vektorprodukt i et veerktgjsprogram

Veerktojsprogrammer har en indbygget kommando til bestemmelse af vektorproduktet.

- -
Kommandoen kan fx hedde: crossP( a» ) (engelsk betegnelse for krydsprodukt er
crossproduct). Det foregar saledes:

2 3
- -
Giveta:=(4)ogb:=(5).
=1 2

. Nl - - i
Kommandoen giversa ,: = crossP( as b) = -7 o
=72

Qvelse 5.62

a) Bestem krydsproduktet af falgende vektorpar ved hjeelp af definitionen

g 3 - = - 6 - &
1) a= —1 og p= 6 2) o= 5 og p= 5
5 4 7 2

b) Kontroller resultaterne med et vaerktajsprogram.

c)

- - - -
Undersgg, om X p, er ortogonal pa 5 og p.

Qvelse 5.63




a) Vis, at krydsproduktet bliver B’ hvis en af vektorerne er nulvektoren.

b) Vis, at krydsproduktet bliver B’ hvis vektorerne er parallelle (dvs. proportionale). (Hint: indsaet = _ 80 Z)
a=

Krydsproduktets retning

- - -
Betragter vi tre vektorer 5, , 0g i rummet, s& siger vi, at vektorerne danner et hajresystem, nar vi kan danne en model af de tre
vektorer i reekkefelge med hejrehands tommel-, pege- og langfinger. Sammenlign med den méade, vi indferte det tredimensionelle

- - - - - - - -
koordinatsystem. Krydsproduktet ;X 4, er ortogonal pa 4 og 4 og er yderligere konstrueret s 5, p 0g X p udger et hojresystem.
Et bevis herfor gives i seetning 20.

Begrundelse for formlen for vektorproduktet (krydsproduktet).
Bemaerk, at argumentationen bygger pa losning af ligningssystemer med determinantmetoden. Denne er forklaret i afsnit 12 om
anvendelser.

&y b, s
X - - - . . - -
Givet vektorerne 5 = a, og p = b, . Den vektor , = Xy vi seger, skal veere ortogonal til bade 5 og p.
&y by %
-

Dette kan vi udtrykke med skalarprodukter: Koordinaterne til vektor , skal opfylde ligningssystemet:

aex;ta,*x,+a;*x;=0
byex;+byex,+byex3=0

Vi antager nu, at Z og z ikke er parallelle. Sa er (a;, a,, a;) og (b;, b,, b;) ikke proportionale. Vi kan derfor antage, at fx (a,, a,) og
(by, b,) ikke er proportionale. (Overvej dette!) Disse to kan derfor opfattes som to ikke-parallelle vektorer i xy-planen, hvis determinant
ikke er nul.

Ligningssystemet (*) omskrives derfor til:

a e X, ta,*x,=—a;°X;
by e x;+ by e x,=—by e x5

(Var det i stedet fx (a,, a;) og (b;, b;), som vi vidste, ikke er proportionale, sa flyttedes x,-leddene over)
Derfor ma der gzelde, at ligningssystemets determinant ikke er nul, dvs.

a
D12=| % |=0
b1 b2

Vilgser ligningssystemet med hensyn til x; og x, med determinantmetoden:

| X3 & %l |a3 azl azaal
X, = X b3 b2 ==Xz b3 b2 =Xz b2 be =X3¢ %
Dy, Dy, Dy, Dy,
&y _Xa°33| |a1 aal |a3a1
X, = b1 _Xa.bs =—Xxz° b1 b3 =Xz b3 b1 =X3a&
Dy, Dy, Dy, Dr,

Dvs. vi har féet x; og x, udtrykt ved x;. Ligningssystemet er opfyldt for enhver veerdi af x;. Saetter vi x; = D,,, far vi det simplest
mulige udtryk for de tre koordinater:

X1—D12'gjz=Dza a, b,
D X D % by
xZ=Dwz-DT;=Dy o X;)z(D:)z(lazasl;la3 a1|;|a1 azl)= a, b,
. o) b, b, b, b, b, b, a b,

X3 = Djp a, b,
a, b,

- -
Bemaerk, at vi i den sidste omskrivning har byttet om pa tallene i den ene diagonal, s& vi far koordinatszettene til de to vektorer 5 og p
placeret under hinanden. (Overvej, hvorfor vi kan gere det!)
Vi ser altsa, at den vektor, hvis koordinater er bestemt af de tre determinanter:

a, b, a by
Dy3 = | | » Dy = |
a; by a; by

opfylder kravet om at veere ortogonal til de to oprindelige.

2y b2|

og Dy, = | a
D,

Konklusion: Det er sa netop denne vektor, vi definerer som vektorproduktet. Det er saledes muligt at frembringe en vektor i rummet,
der star vinkelret pa to egentlig ikke-parallelle (dvs. linesert uafhaengige) vektorer.

Saetning 17: Vektorprodukt afgerer om to vektorer er parallelle

- -
Om to egentlige vektorer ; og p i rummet geelder:

-

—>| |—> - -
all p er ensbetydende med ;X4 = o

dvs. to vektorer er parallelle, netop nar deres vektorprodukt er nulvektoren.
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Bevis
§ ) X . . = = = = = =
Vi har i gvelse 5.63 vist, at hvis vektorerne er parallelle, sd er ;X p = . Antag nu omvendt, at X p = q.

Sa er de tre determinanter i definitionen lig med 0. Men

|32b2
()-C2)
a, - Seb,

a, b, 2 b, . ) ..
= 0 betyder at er parallel med , sa der findes et s, sa:
a; by & by

)-(i22)

b, b
| % B | = 0 betyder at ( % ) er parallel med ( ba ),sé der findes et s, sa:
& d

a4 b
(:)-(2)
a, S e b,

Mindst en af b'erne er forskellig fra 0, fx b,. Derfor kan vi dividere med b,, og derved fa:

ay by 3y b, . ) .
= 0 betyder at er parallel med . , sa der findes et s, sa:
3 >

2 &
s=_2o0gt=-=25,
b, b,
. o - i .
hvoraf vi ser, at s = t. Men s& er 3D-vektorerner 5 og p proportionale, dvs. parallelle. v
Szetning 18: Regneregler for vektorproduktet

1. ( —») - - ( —)) . ) .
s* g1 X p = g X \s* pJ, nar en vektor i krydsproduktet forlenges/forkortes, sa zendres krydsproduktets leengde
tilsvarende.

- - - -
aXp = — pX 5 dvs. den kommutative lov gaelder ikke, fordi nar faktorernes orden zndres, sa skal man skifte fortegn.

(2 +2) = 2x2 4+ 2x0 T Aor 0 D Aol 2 .
aX\p + o1 = jXp + gX dvs. den distributive lov er opfyldt, sa vi kan "krydse" ind i en parentes pa saedvanlig
vis.

- - - - - - - - - - - -
aXb)X( ct+ d) = X + gXg + pX + pXg dvs. at man kan bestemme vektorproduktet af to flerleddede

storrelser pa sadvanlig vis.

Qvelse 5.64. Bevis for satning 18

a) Vis punkt 1 og 2 ud fra definitionen.

b) Vis, at punkt 4 falger af punkt 3 og 2.

c) Vis punkt 3 med brug af dit veerktejsprogram. Den er ret besveerlig at vise i handen.

Via linket her kan du se udregningerne.

d) . = (—> —>) (—) —)) =5 . X . X X .
Den associative lov X\ pX o/ =\ 5X /X geelder i almindelighed ikke. Giv et modeksempel, dvs. angiv tre vektorer, hvor

der geelder ;X(;XZ) = (;XZ)X?.

Saetning 19: Vektorproduktet er uafthaengigt af koordinatsystemet

- o
Vektorproduktet ;X p afhanger ikke af det valgte koordinatsystem.

Bevis

- 5)\2 |- - - -
Vi anvender formlen: (a ° b) +| axp P =| alf -| bl
Et bevis for denne kraever forholdsvis lange udregninger. Der ligger et sddant bevis pa dette link. Tjek evt. selv med et
veerktgjsprogram. Ud fra denne formel far vi nu:

did O - - _—)2  Flyt skalarproduktet over
ool =1ael2r-(Ce?) Y P

|;X; 2=\/|;|2'|;|2— Z.Z)Z Tag kvadratroden

dvs. leengden af vektorproduktet afhaenger saledes kun af vektorernes laeengder samt skalarproduktet, som jo er uafhaengig af det
valgte koordinatsystem, altsa er leengden af vektorproduktet uafheengigt af vores valg at koordinatsystem (blot enheden holdes fast).

v
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| argumentationen for krydsproduktets formel sa vi, at vi i den afsluttende fase havde et frit valg mht. sterrelsen af 3. koordinat. Vi
foretog et valg dikteret af, at fa en sa enkel formel som mulig. Dette frie valg af den ene koordinat betyder geometrisk, at der er
uendeligt mange vektorer, der er ortogonale pa de to oprindelige. Vi kan jo blot skalere det fundne krydsprodukt op eller ned, sa er det
stadigvaek en ortogonal vektor. Men den definition, vi har valgt, viser sig at have flere smukke og praktiske egenskaber. De vigtigste er
folgende:

Szetning 20: Vektorproduktets retning og lzengde

- -
Givet to ikke-parallelle egentlige vektorer 5 og p.

- - >
Krydsproduktet ,q = X opfylder felgende:

- - - - - .
De tre vektorer 5, 09 H@ = gXp danner et hgjresystem.

al |axb| | | I I =sin(v) hvor v—L(a, b) dvs. lengden af na— axb er lig med arealet af det

parallelogram, som de to vektorer 209 b udspaender.

Bevis for punkt 1:
- -
Vi kan ifglge saetning 17 frit lz2gge koordinatsystemet. Vi laegger det, s& 4 er parallel med x-aksen, og p, ligger i xy-planen, séledes at

- -
vinklen fra g til 4, er positiv. Se evt. illustrationen til seetning 15. Derved bliver deres z-koordinater nul. Krydsproduktets x og y-
koordinater bliver s& 0, og z-koordinaten bliver:

- |-
a, b B a |b| e cos(v) _ |—>| |-> )
o = . =1allpl *sin(v)
2 0 |b| « sin(v)

- -
hvor v er vinklen fra 4 til 4, regnet med fortegn, dvs. regnet med fortegn, dvs. 0° < v < 180°, altsa er sin(v) > 0, og dermed er
- - - -
( ax b)z > 0. Det betyder, at 5x, er ensrettet med z-aksen, altsé danner de tre vektorer et hajresystem. Vi kan saledes bestemme
- - - -
retningen af en normalvektor i forhold til planen ved hjeelp af hajreh&ndsreglen: Hvis 5 = tommelfinger og p = pegefinger, sé er gxp

= langfinger.

Bevis for punkt 2:

- |2 -
Vi anvender igen formlen |aXb| = Ia e b| =g . b)
| axbl = | [ '|; |2—(|:,;|'|Z|-cos(v))2 Udnyt, at asb= IZ”;lcos(v)
| axbl _ | 2. |; P _|‘a’ E. |; 2 «(cos(v))2 Anvend potensregel
b [ (1 = (cos(v))?) See den for parentes
ﬂxﬁ -3 |2 §|2 «(sin(v))2 Udnyt %t (cosz)) + (sin(v))? =1

nd DO Tag kvadratroden, alle faktorer er positive.
esin(v)

Il =13
- -

Heraf folger punkt 2, da vi jo allerede ved, at arealet af det parallelogram, som de to vektorer 5 og p udspaender, er bestemt ved

- - .

|a|-|b|-sm(v). v

Praxis: Anvendelse af vektorprodukt til arealberegninger

Arealet af det parallelogram, som de to vektorer ; og ; udspeender i en plan @, beregnes ved:

=Inq| |axb| | || |-sm(v),v-L(a,_))

parallelogram(

- -
Arealet af den trekant, som de to vektorer ; og , udspaender i en plan @, beregnes ved:

11> 1120 - - 5 (—> —>)
A )" 2| =3 aXp| =3]a|*| b sin(v), v=L\ 4, p
trekant b

Qvelse 5.65 g
En trekant i rummet er bestemt af de tre punkter A(2,4,1), B(4,-3,3)
og C(-5,—1,6), som vist pa figuren. B(4,-33)

a) Bestem arealet af trekanten ud fra en selvvalgt metode.

b) Kontroller dit resultat ved at anvende en af de andre metoder.
Al2,4.1)

Qvelse 5.66 Arealer og diagonaler

(i~ =\ [- -\ (= =)\


/sites/lru.dk/files/lru/hem_a_266_a.png

a)Vvis,at \ g — p/A\ g+ p/ =2 \ gXp/ udiraregneregierne.

b) Benyt denne formel til at argumentere for, at der gaelder falgende om et parallelogram: Laengden af diagonalvektorernes

krydsprodukt er lig med det dobbelte af parallelogrammets areal.

Opgaver
Pa hjemmesiden [materiale under udarbejdelse] ligger opgaver i tilknytning til afsnit 7.



8. Linjer og planer

| afsnit 4 beskrev vi en ret linje ved dens parameterfremstilling, dvs.
ud fra ét punkt og en retningsvektor. Nu vil vi vise, at vi kan fastleegge
en ret linje i en plan ved en ligning ud fra ét punkt og en normalvektor.
Tilsvarende kan vi i 3D fastleegge en plan i rummet ved en ligning ud
fra ét punkt i planen og en normalvektor til planen.

Ligningen for en linje i 2D
. - a
Lad P(x,, y,) veere et fast punkt p& /, oglad , = 5 veere en

- - -
normalvektor for |, dvs. , # g og L /.

- —
Linjen bestéar séledes af alle de punkter P(x,y), hvor ,, L \/POP. Altsa
ma skalarproduktet af de to vektorer veere nul. Vi far:

- e
n@®@VP,P=0 C(-5,~1,6)
B(4,-3,3)
X — X,
(3)e(".0)-s
b ¥Xo ¥

Al2,4,1)

as(x—x))+be(y—y,)=0 x

Vi har regnet ensbetydende og har hermed vist falgende szetning:

Seetning 21: Ligningen for en ret linje i planen 1

En ret linje i planen er fastlagt ved ligningen:
a- (x-x,) + b- (y-y,) =0, hvor Py(x,, y,) er et fast punkt pa

N = a = _ = T
linjenog , = i n # 0 er en normalvektor til linjen.

Bemeerk, at linjen bliver vandret, nér a = 0, og lodret, nar
b = 0, dvs. nar normalvektoren er parallel med henholdsvis y-aksen
og x-aksen.
Ser vi neermere pa udtrykket og ganger parenteserne ud, sa far vi:
a-x-a xX,+b-y-b-y,=0
ax+b y+(-a x;=b-y,) =0
ax+by+c=0
hvor vi har sat det konstante udtryk, der kun indeholder kendte tal,
nemlig det faste punkts koordinater og normalvektorens koordinater,
lig med en ny konstant c. Dvs. at enhver linje i planen har en ligning
pa formen
ax+b-y+c=0.
Men omvendt geelder det ogsa, at ethvert udtryk pa formena-x +b -
y + ¢ =0, hvor (a,b) = (0,0), beskriver en ret linje i planen.
Bestem farst et punkt Py(x,, ¥,), der opfylder ligningen, og opskriv nu
de to udtryk:
ax+by+c=0
a-xy+b-y,+c=0
Treek den nederste fra den gverste:

a- (x—xp) + b (y-y,) =0

Dvs. at ligningen fremstiller linjen gennem punktet P(x,, y,) og med

- a
normalvektor , = ( i )

Vi har saledes vist:
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Seetning 22: Ligningen for en ret linje i planen 2

Ligningena-x +b -y + ¢ =0, hvor (a,b) = (0,0) beskriver en

ret linje i planen med normalvektor n~ {—}=(\table\a;b).

Qvelse 5.67
Angiv normalvektorer til linjerne med falgende ligninger:

a)5x—2y+3=0 b)x+2y=—4 c)2x+6=0

Qvelse 5.68

En linje er givet ved ligningen —x + 4y + 10 = 0.

Afger om punkterne P(2,-2), Q(20,-20) og R(10,0) ligger pa
linjen.

Qvelse 5.69

g 7
En ret linje | er fastlagt ved normalvektoren , = ( . ) og

punktet Py(-2,4).

a)Bestem en ligning for /pa formena-x+b-y+c=0.

b)Bestem en parameterfremstilling for /.

Ligningen for en plan i 3D
Helt analogt til ovenstaende kan vi bestemme en ligning for en plan i

rummet. Lad P(x,, y,, Z,) veere et fast punkt i en plan Q, og lad

a

- -

n= b veere en normalvektor for planen, dvs. , # 0 og
@

=
n L O (se figuren).

- —
Planen bestar saledes af alle de punkter P(x, y, z), hvor ,, L \lPOP
Altsd ma skalarproduktet af de to vektorer
veere nul.

Man kan vise, at der geelder folgende:

Saetning 23: Ligningen for en plan i rummet 1
En plan i rummet er fastlagt ved ligningen:

a- (x-x;) + b+ (y-y,) + ¢ (z-z;) = 0, hvor Py(x,, ¥, Z,) er et

) - 2 - -
fast punkt i planen og ,, = » n® Qseren

normalvektor til planen.

Qvelse 5.70. Bevis for satning 23
Bevis seetningen efter samme metode som ved den rette linje i
planen.

Som for den rette linje i planen kan vi vise, at enhver plan i rummet
har en ligning pa formen a: x+ b-y+ ¢+ z+ d =0, og omvendt, at
ethvert udtryk pa formen: a- x+ b-y+c-z+ d =0, hvor

(a, b, ¢) # 0, beskriver en plan i rummet, dvs. der geelder falgende:

Seaetning 24: Ligningen for en plan i rummet 2
Ligningena-x+b-y+c-z+d=0, hvor (a,b,c) #(0,0,0)
beskriver en plan i rummet med normalvektor

()

Qvelse 5.71. Bevis for szetning 24
Bevis seetningen efter samme metode som ved den rette linje i



t planen. J

Bemaerkning 1: Planen bliver parallel med akseplanerne, nar et par af
koefficienter begge er nul, dvs. nar planens normalvektor er parallel
med en af akserne:

* Planen er parallel med xy-planen, nar (a,b) = (0,0), dvs. ligningen bliver af typen z = konstant
« Planen er parallel med xz-planen, nar (a,c) = (0,0), dvs. ligningen bliver af typen y = konstant
* Planen er parallel med yz-planen, nar (b,c) = (0,0), dvs. ligningen bliver af typen x = konstant

Bemaerkning 2: Hvis to linjers/planers ligninger er proportionale, sa er
der tale om sammenfaldende linjer/planer. Det betyder, at hvis vi kan
gange alle tallene i den ene ligning med den samme konstant k og fa
den anden ligning, som vist nedenfor, s& beskriver ligningerne pa
hver sin made den samme punktmaengde — en linje/plan kan altsa
have uendelige mange ligninger!

To ligninger for samme linje:
2:Xx—4-y+3=00g9—4-x+8-y—6=0(gang med k =—-2)

To ligninger for samme plan:
27 -x—12-y+66-z—-111=0099:x—-4-y+22-z2-37=0(gangmed k=

Hvis konstantleddet viser sig at veere det eneste, der forbliver
forskellig ved en multiplikation, dvs. hvis kun normalvektorerne er
proportionale, sa betyder det i stedet, at de to linjer/planer er
parallelle.

Praxis: Ligningen for en ret linje og ligningen for en plan i et vaerktejsprogram

>
Der er givet et punkt P, pa linjen/i planen samt en normalvektor , for linjen/planen.

Indfer et vilkarligt punkt pa linjen/i planen: P(x, y) eller P(x, y, z).

- - -
Definer normalvektoren . Definer stedvektorer: OP, °9 OP: °9 beregn forbindelsesvektoren:

-

PyP-

- - - -
Udregn linjens/planens ligning med: , ® P,P= 0, dvs. med kommandoen: dotP( n pop) =0.

QOvelse 5.72
Angiv normalvektorer til planerne med falgende ligninger:

a)2x+3y—4z+5=0 b)d4x+y—-3z=—4 c)x+y=0 d)3z=9

Qvelse 5.73

ab
-
En plan a er fastlagt ved en normalvektor , = ( -3 ) og et punkt Py(2,3, —1).
1

a) Opskriv en ligning for O pa formen a- (x—x;) + b+ (y-y,) + ¢ (z—z)) + d = 0.

b) Omskriv ligningen til formena-x+b-y+c-z+d=0.

Qvelse 5.74
En plan O er givet ved ligningen 3x +y —4z + 8 = 0.

a)Afger om punkterne P(1,1, -3), Q(-2, —2,0) og R(2,1, —1) ligger i planen.

b)Bestem en ligning for den plan, der er parallel med ((, og som gar gennem g({ 2 3)-

Qvelse 5.75




En plan O er givet ved ligningen:

3:x—-6-y+2-2-18=0

Bestem skeeringspunkterne mellem planen O og koordinatakserne, idet du udnytter,
at nar man star pa en af koordinatakserne, sa er de gvrige koordinater lig med nul.

Eksempel: Normalvektor bestemt ved krydsprodukt samt ligning
for en plan

En plan O indeholder punktet Py(2, —1,5) og er udspzendt af de to
vektorer

2 =3
- -
a< 5) og p = 4
3 =2

Vi vil bestemme en ligning for QL.
Som normalvektor for planen anvendes krydsproduktet af de to
vektorer:

2 -3 -22
- - -
nol = axpb= ( 5 )X( 4 ) = ( -5 ) Kontroller
3 =2 23
udregningen
Vi kan nu opskrive ligningen for planen:
22 (x2)5-(y+1)+23:(z5)=0
—22:-x5-y+23:-z-76=0 Reducer

Det anbefales altid, at man bruger et vaerktajsprogram til
beregninger, der involverer krydsproduktet!

Praxis: Normalvektor og ligning for en plan i et
vaerktajsprogram

Definer de aktuelle vektorer, der udspaender planen @, samt
stedvektoren til det faste punkt, fx:

2
- -
a:=(5)ogb:=
3

2
>
5

Definer og udregn en normalvektor til planen med

- - -
kommandoen: g : = crossP( ar b)-

Indfor en stedvektor Jp til et vilkarligt punkt P(x, y, 2) i

-
planen, og beregn forbindelsesvektoren PP Bestem en

- -
ligning for & ved at udregne: dotP( naQl pop) =0.

Qvelse 5.76
En plan indeholder punktet P,(—7,1,2) og er udspzendt af
vektorerne:

2 5
- -
a=(10)09b= 5

-2 3

Bestem en normalvektor til planen, og bestem en ligning for
planen.

Praxis: Konstruktion af en ret linje/en plan i et 2D/3D-
geometriprogram

En linje (en plan) er bestemt ved to (tre) punkter. Man kan fx




finde disse punkter ved pa skift (parvist) at seette
koordinaterne x og y (og z) lig med nul og bestemme den
sidste koordinat. Bemaerk, at nogle 3D-geometriprogrammer
beskriver en linje i rummet ved et system af to ligninger, som

man selv skal omskrive til en parameterfremstilling ved at
lade en af koordinaterne agere parameter, dvs. fx ved at
seette z = tog lose ligningssystemet med hensyn til xog y.

Qvelse 5.77

En plan i rummet er udspeendt af de tre punkter A(5,1,2), B(2,—
3,4) og C(-1,6,8).

a) Bestem koordinatseettet til to vektorer, der udspaender planen.
b) Bestem en ligning for planen.

c¢) Har du et 3D-geometriprogram, sa las opgaven ved
konstruktion og sammenlign metoderne.

Gvelse 5.78 Eksamensopgave

A(106,141,68) z B(52,109,0)
C(25,117,9) * D(40,158,59)

E(65,169,85) F(25,297,100)
G(87,25,85) 1(47,37,103)
| F
E
G A

Figuren viser en model af Denver Museum indtegnet i et koordinatsystem. Alle enheder er i feet.

a) Bestem en ligning for den plan O, der indeholder punkterne A, B og C.

Det oplyses, at planen B, der indeholder punkterne
C, Dog F, har ligningen 326x + 75y — 135z = 16925.

- -
b) Underseg, om g er parallel med G, og bestem arealet af tagfladen AEIG.
c) Kontroller om de fire punkter A, E, | og G liggeri samme plan.

Bemeerk, at man i anvendelsesopgaver ofte kommer ud for at fire punkter, som pa figuren ser ud til at
ligge i samme plan, viser sig ikke at gore det, fordi man ikke kan angive punkter med sa stor
ngjagtighed!

(Baseret pa eksamensopgave stx-A-Matematik, 25052012)

Eksempel: Tangent til en cirkel i planen
En cirkel har ligningen (x=5)% + (y—2)2 = 10°. Vi vil bestemme en
ligning for tangenten til cirklen i punktet P(13,8).

- -
Tangenten stér vinkelret pa radiusvektoren cp. Dvs. cp Vil veere en
normalvektor for tangenten:
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= (520)-(5)

-
Bemaerk, at enhver vektor, der er parallel med p, vil veere

-
normalvektor for tangenten, sa vi kan veelge at forkorte op (divider

- 4
begge koordinater med 2), sa vi far normalvektoren: n, = ( 3 )

Det er ofte en god idé at forkorte normalvektoren, nar man regner i
handen, fordi den sa er nemmere at regne videre med.
Da P er punkt pa tangenten, er ligningen for tangenten:

4-(x—13)+3-(y—8)=0
4-x+3-y-76=0
Helt analogt kan vi bestemme en tangentplan til en kugle, idet der

blot kommer et led mere pa bade kuglens ligning og planen ligning
svarende til z-koordinaten.

Gvelse 5.79 Tangentplan til kugle i rummet
En kugle har ligningen (x-2)? + (y + 1)? + (z-5)? = 110.

a) Bestem en ligning for tangentplanen til kuglen i punktet
P(7,8,3).

b) Har du et 3D-geometriprogram, sa las opgaven ved
konstruktion og sammenlign
metoderne.

Opgaver
P& hjemmesiden [materiale under udarbejdelse] ligger opgaver i
tilknytning til afsnit 8.
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9. Vinkel mellem linjer og planer

Vi vil nu gennemga, hvorledes man beregner vinkler mellem linjer og
planer. Det er altid en god hjeelp at tegne skitser af den situation, der
beskrives. Er der tale om planer og linjer i rummet, er det en god ide
at tegne situationen set i profil. Det giver et retvisende billede, og det
er nemmere at reesonnere ud fra dette end ud fra en 3D-tegning.
Figuren kan saledes bade illustrere skaering mellem to linjer i planen
og mellem to planer i rummet. Samme figur med andre markeringer af
vinklerne kunne ogsa illustrere skeering mellem linje og plan, eller
mellem to linjer i rummet. | alle opgavetyper beregnes vinklerne ud fra
formlen for vinklen mellem to vektorer:

- - |—)

5
a®p=la 'lb

Eksempel: Vinkel mellem linjer i planen

ecos(v)

Bestem vinklen mellem linjen m givet ved parameterfremstillingen:

i) (2} (e

og linjen / givet ved ligningen:
E7-x=5-y=17=0
Metode 1: Veerktajsprogram:

Vi afleeser:

- -

Retningsvektoren form : , = ( 24 ) normalvektoren for | :
m

n ( | )

n=\ _s

Vi bestemmer tveervektoren til I's normalvektor, sa vi har to

. i 5
retningsvektorer, dvs. 7= 5

Vi indseetter i skalarproduktformlen:

e (-4) ( ) 6

= —0,156, dvs. v = 98,97°
S| Tieta-V2+ds V2074

rm
Vi konkluderer med den spidse vinkel:
Den spidse vinkle mellem /og mer u=180° —98,97° = 81,03°. Man
kan ogsa som tidligere beskrevet benytte et veerktajsprograms
indbyggede faciliteter til bestemmelse af skalarprodukt og leengde.
A
Metode 2: 2D-geometriprogram
Vi bestemmer to punkter pa hver af linjerne og konstruerer disse. Det
kan veere falgende:

P,(0,7)

For m / >
t = 0 giver punktet P1(8,3), t = 2 giver punktet P2(0,7) F-2)
/lei0-3.4)

Forl:
x =0 giver y = —€7 3.4, dvs. punktet P,;(0, -3.4)

x =1 givery = -2, dvs. punktet P,(1, —2)
Kontroller beregningerne!

Vi plotter punkterne ind og bestemmer skeeringspunktet med en
indbygget kommando i programmet.

Vi konkluderer med den spidse vinkel:
Den spidse vinkel mellem /og mer u=180° —98,97° = 81,03
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Qvelse 5.80
Gar rede for, at linjerne nedenfor ikke er parallelle, og bestem vinklen mellem dem. Veelg selv metode.

a) m2-x+4:-y—-6=00gl:5:-x-7-y-3=0

b) s og 5
m:(x)=(-3)+s-(5)SER I:(X)=(4)+t-(2)tEIR
y 1 =2 y 3 8
c) m3-x-5-y+12=0 og 5
l:(x)=(0)+s-(1)SE[R{
y 6 10

Ovelse 5.81 Vinklen mellem linjer i rummet
To rette linjer i rummet er givet ved parameterfremstillingerne:

X 3 6
m: y = 4 +Se 2 ,s€R og
z -2 1
X 4 5
| y = 8 +te =2 ,teR
z 3 -4

Det oplyses, at linjerne ligger i samme plan i rummet, dvs. de skeerer hinanden. Bestem vinklen mellem
de to linjer. Veelg selv metode.

Eksempel: Vinkel mellem linje og plan i rummet

Vi vil bestemme vinklen v mellem planen med ligningen

A:3:x-2-y+4-z-12=0

og linjen med parameterfremstillingen:

Metode 1: Vaerktojsprogram
Vi afleeser: Der kan veere to forskellige situationer.

1) Hvis u<90°,sder v=90°-u 2) Hvis u>90°,sder v=u—90°

3
=
Planens normalvektor: , = ( =1 )
4

1
-
Linjens retningsvektor: , = -5
2

Vi udregner vinklen uimellem dem med skalarproduktformlen:

- -
n®r _ 21 _

|—»|—r>| V29 « V30
n

dvs. u=44,60° (Vier altsa i tilfeelde nr. 1)

cos(u) = 0,712
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Konklusion:
Vinklen mellem linjen og planen er v =90° —44,60° = 45,40°.

Metode 2: Konstruktion i 3D-geometriprogram

Vi kan ogséa bestemme vinklen mellem linje og plan i et 3D-
geometriprogram. Her beregner man farst to punkter pa linjen og tre
punkter i planen, som vi kan bruge til at konstruere objekterne ud fra.

Vi bestemmer to tilfzeldige punkter pa linjen:
1
=B )
5

X 1 1
=(1)-(5) ()
z 5 2
X 1 1 0
t=—1:(y)= -5 +(—1) -5 = 0 ,
z 5 2 3

hvilket giver punktet P, (1, -5,5)
hvilket giver punktet P,(0,0,3)

Vi bestemmer tre tilfeeldige punkter i planen:

x=00gy=0:0-0+4-z-12=0dvs.z=3,
hvilket giver punktet P,(0,0,3)

x=009z=0:0-2-y+0-12=0dvs.y=-6,
hvilket giver punktet P,(0, -6,0)

y=009z=0:3-x-0+0-12=0dvs. x=4,
hvilket giver punktet P5(4,0,0)

Vi plotter punkterne ind og konstruerer objekterne. Vi konstruerer en
normalvektor til planen samt den plan, der indeholder normalvektoren
og linjen. Herefter kan vinklen mellem linjen og planen bestemmes,
som vinklen mellem linjen og de to planers skeeringskurve (linje).

skazringslinje

Toplansvinkler

I rummet vil to ikke-parallelle planer altid skaere hinanden, og deres
skeeringskurve er en ret linje. Vinklen mellem to planer kaldes en
toplansvinkel. | hver af de to planer kan vi finde en linje, der star
vinkelret pa planernes skeeringslinje, og toplansvinklen er bestemt ved
vinklen mellem disse linjer. Denne vinkel er den samme som vinklen
mellem de to planers normalvektorer, for hvis vi drejer vinklen mellem
planerne 90°, sa falder den sammen med vinklen mellem
normalvektorerne.
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Det betyder specielt, at to planer er ortogonale, netop nar
skalarproduktet af deres normalvektorer er nul, dvs. nar

>
77)(1 o nB = 0. Der findes séledes bade en spids og en stump

toplansvinkel, hvor summen af disse er 180°. Toplansvinkler er
seerligt interessante, nar vi regner pa rumlige figurer, som fx polyedre
og bygninger osv.

Eksempel: Vinkel mellem planer

Bestem vinklen mellem de to planer givet ved ligningerne:

A:2-x4-y+3-z+5=0
B:3-x+5-y+8-z-12=0

Metode 1: Veerktgjsprogram

Det fremgar ikke umiddelbart af ligningerne, hvordan planernes
indbyrdes beliggenhed er, eller hvilken vej normalvektorerne peger.
Imidlertid er vi ikke mere interesseret i den spidse frem for den stumpe
vinkel i sddanne tilfzelde, s& vi afleeser blot normalvektorernes
koordinatseet og bestemmer toplansvinklen derud fra:

5 2 5 3
”(X=(_4)09”B=(5)
3 8

og dermed er:

- -
no @ nB 10

cos(v) = = 729+ 98

= 0,188 dvs. v=79,19°

ol -1

Konklusion: Den spidse vinkel mellem O og B er altsa 79,19°, mens
den stumpe er 100,81°.

Metode 2: Konstruktion i 3D-geometriprogram

Prov selv efter falgende retningslinjer: Bestem tre punkter i hver af de
to planer ved at seette koordinaterne parvist lig med nul og udregne
den tredje koordinat. Konstruer planerne i et 3D-geometriprogram.
Konstruer en vinkelret linje (svarende til normalvektorerne) pa hver af
de to planer, og bestem vinklen mellem disse ved hjeelp af en
indbygget kommando i programmet.

QOvelse 5.82
Bestem vinklen mellem de to planer givet ved ligningerne:

A:6-x+4-y+3-z+9=0

B:S-X—Z-y+8-z—4=0

Qvelse 5.83 Eksamensopgave

Billedet viser et tarn med et ottekantet spir. Figuren

TR TR L
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viser en model af spiret indtegnet i et
koordinatsystem. Nogle af spirets samlepunkter er
angivet pa figuren.

a) Bestem en ligning for den plan O, der indeholder i N [’}
— ¥
tagfladen ABCD. = R
Det oplyses, at en ligning for den plan B der I:l D
indeholder tagfladen ADT er givet ved
A(39,39 54) B(78,78,0)
C{o10.0) D(0.54,54)
110 -x + 286 -y + 39 - z= 17550 Ei{54.054)  Ti0,0.450)

b) Bestem vinklen (ydre) mellem tagfladerne ABCD
og ADT.

c) Bestem vinklen (indre) mellem tagfladerne AET og
ADT.

(Baseret pa Eksamensopgave, STX-matematik-net, 240511)

Opgaver
Pa hiemmesiden [materiale under udarbejdelse] ligger opgaver i
tilknytning til afsnit 9.
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10. Skeering mellem objekter i plan og rum

Vi vil beskrive en generel metode til at bestemme skeeringspunkter
mellem forskellige objekter i plan og rum. Princippet i metoden er:
Lasning af flere ligninger med flere ubekendte evt. ved substitution.
Kender vi fx en parameterfremstilling for en linje, s& indseetter vi
koordinatsaettet til denne i ligningen for det andet objekt (substitution)
og bestemmer derved parametervaerdien i skaeringspunktet, som
derefter indseettes i linjens parameterfremstilling, sa man far
koordinatsaettet til skeeringspunkterne.

Eksempel: Skaering mellem linje og cirkel i planen
En ret linje / og en cirkel C i planen er givet ved ligninger:

| :3-x-y-10=00g C : (x-2)® + (y-1)> = 5°
Bestem skaeringspunkterne mellem linjen og cirklen.
Metode 1: Handregning

Vi isolerer yilinjens ligning: y = 3 - x — 10, og indsaetter det fundne
udtryk for y i cirkelligningen:

(x=2)2 + ((3+ x=10)—1)? = 5° Indsaet i cirkelligning

(x2)%+ (3- x-11)>=5? Reducer

X4 x+4+9-x°66-x+121 =25 Anvend
kvadratsaetningen

10 x*-70- x4+ 100 =0 Reducer

X¥-7-x+10=0 Divider med 10

Vi lgser andengradsligningen med lgsningsformlen, hvor
diskriminanten er:

d=(7)>%4-1-10=49-40=9>0

dvs. der er to lgsninger — altsa skeerer linjen cirklen to steder. Vi
bestemmer x-koordinaterne til skaeringspunkterne:

= —(=7) %19

=E,dvs.x=2ellerx=5
21 2

Vi bestemmer de tilhgrende y-koordinater ved indseettelse af de fundne
x-koordinateriy =3+ x — 10:

Forx=2:y=3:2-10=6-10=-4
Forx=5:y=83:5-10=15-10=5

Konklusion: Linjen skeerer cirklen i to punkter, og disse har
koordinatsaettene: (2,—4) og (5,5).

Metode 2: Veerktgjsprogram
Vi lgser ligningssystemet:

(x=2)2 + (y-1)? =52
3:x—y-10=0
med en solvekommando:
solve((x—2)2+ (y—1)2=52and 3x—y—10=0,x,y)>x=2andy=-4orx=5andy =5

Konklusion: Linjen skeerer cirklen i to punkter, og disse har
koordinatseettene: (2,—4) og (5,5).

Metode 3: 2D-geometriprogram
Vi konstruerer cirklen ud fra centrum C(2,1) og radius r= 5. Vi
bestemmer to tilfeeldige punkter pa den rette linje:



x =4 givery = 2, dvs. punktet P(4,2)
X = 6 giver y = 8, dvs. punktet Q(6,8)
Vi konstruerer den rette linje ud fra de to punkter, og benytter

programmets indbyggede kommando til at bestemme
skeeringspunkterne.

Konklusion: Linjen skeerer cirklen i to punkter, og disse har
koordinatsaettene: (2,-4) og (5,5).

5,(2,-4)

Bemeerk, at de tre metoder er sidestillede, og at vi kan anvende preecis
de samme metoder, nar der er tale om lignende problemstillinger med
rumlige objekter, hvor metode 3 s& naturligvis foregar i et 3D-
geometriprogram.

Praxis: Skeeringspunkter mellem linjer og andre objekter i plan
og rum

Oversaet problemet til et ligningssystem. Indgar der en
parameter i beskrivelsen af et eller flere objekter, sa
bestemmer man forst parameteren i skaeringspunktet, og
derefter kan koordinatsaettet til skaeringspunktet bestemmes
ved indsaettelse af den fundne parameterveerdi i en af
objekternes parameterfremstillinger.

Praxis: Skaeringspunkt ved konstruktion i et 2D- eller 3D-
geometriprogram

Objekterne konstrueres efter de tidligere naevnte anvisninger,
og derefter benyttes programmets indbyggede kommandao til
bestemmelse af skaeringspunkter.

Gvelse 5.84 Skaering mellem linjer i planen
To rette linjer i planen er givet ved:

:6-x—3-y+12=00gm:—4-x+5-y+8=0

Bestem de to linjers skaeringspunkt. Veelg selv metode.

Qvelse 5.85 Skaering mellem linjer i rummet
To rette linjer i rummet er givet ved parameterfremstillingerne:

X 3 6
m: y = 4 =4S o) ,S€R og

z -2 1
X 4 5
/: y = 8 =+t -2 ,teR
z 3 -4

Undersgg om linjerne skaerer hinanden — i bekreeftende fald: bestem skaeringspunktet. Bemeerk:
Normalt har tre ligninger med to ubekendte ingen lgsning. Det svarer geometrisk til, at normalt skaerer
linjer i rummet ikke hinanden. | sddanne tilfeelde kaldes linjerne vinkelskeaere. Hvis ligningssystemet har
en lgsning, sa er det pavist, at de skeerer hinanden. Dette kan lgses ved farst at se pa to af
koordinaterne og sa undersgge, om de fundne parameterveerdier ogsa passer ind i tredje koordinat.
Eller man kan opstille de tre ligninger. Det er vigtigt, at de to parametre gives forskellige navne.

Qvelse 5.86 Skaering mellem linje og kugle i rummet
En ret linje og en kugle i rummet er givet ved:

X 5 7 5+7es
y =\ 6 J=+s- 10 =\ 6+10es J.s€R og
z 5 2 5+2es

(x—4)? + (y-2)% + (z-8)° = 52

Bestem linjens eventuelle skaeringspunkter med kuglen, bade ved brug af et veerktajsprogram og ved
konstruktion i et 3D-geometriprogram. En ret linje og en plan i rummet (der ikke er parallelle) vil altid
have et skeeringspunkt, og dette bestemmes ved samme metode. Man skal dog lige huske at gare rede
for, at linjen og planen rent faktisk ikke er parallelle! En linje og en plan er parallelle, netop nér linjens
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retningsvektor og planens normalvektor er ortogonale, dvs. vi kan pavise, at en linje og en plan ikke er
parallelle ved at vise, at skalarproduktet af disse to vektorer er forskelligt fra nul.

Eksempel: Undersoge parallelitet

Planen O og linjen m er givet ved nedenstaende ligning og
parameterfremstilling. Undersgg om de er parallelle.

A:3-x—6-y+2-z2—-8=0

() ()

Vi udregner skalarproduktet af planens normal vektor og linjens
retningsvektor:

N 3 -1
n.r= —6 [ J 4 =-21#0
2 3

Konklusion: Linjen og planen er ikke parallelle.

Qvelse 5.87

Bestem skaeringspunktet mellem linjen og planen i eksemplet ved
at lose fire ligninger med fire ubekendte i et veerktojsprogram.
Kontroller resultatet ved konstruktion, hvis du har et 3D-
geometriprogram.

Ovelse 5.88 Projektion af et punkt ned pa en plan
En plan O har ligningen —4 - x+9-y—2-z+5 =0, og et punkt i
rummet har koordinatseettet Q(14,—24,18).

a) Bestem Qs projektion i planen, dvs. bestem skeeringspunktet
mellem planen og den rette linje, der star vinkelret pa planen

og gar gennem punktet Q.

b)  Kontroller resultatet ved konstruktion og efterfalgende
afleesning, hvis du har et 3Dgeometriprogram

Et andet punkt i rummet har koordinatseettet P(2,4,3), og den rette

>
linje m har pg som retningsvektor.
C)  Bestem en parameterfremstilling for sporet af mi QL.

d)  Konstruer sporet i planen a, og kontroller resultatet i ¢), hvis
du har et3D-geometriprogram.

Qvelse 5.89 Skaeringspunkt mellem akse og objekt

Enplan O har ligningen2 - x—4 -y +3-z+12=0.

Bestem koordinatsaettene til planens skaeringspunkter med
akserne ved at udnytte, at nar man befinder sig pa en af akserne,
sa er de gvrige koordinater nul.

Eksempel: Skeeringslinje mellem to planer i rummet (supplerende
stof)
| rummet vil to ikke-parallelle planer O og B altid skeere hinanden, og

5
deres skaeringskurve er en ret linje /. Begge planers normalvektorer ng

-
og ,,B vil veere vinkelrette pa skaeringslinjen, og derfor er

krydsproduktet af de to normalvektorer en retningsvektor for

- - -
skaeringslinjen, dvs. r = nq % nB. Bemeerk, at hvis planerne havde
veeret parallelle, sa ville krydsproduktet vaere nul. Vi mangler saledes
blot et punkt pé linjen, for vi kan opskrive en parameterfremstilling for I.
Vi kan fx veelge det punkt, der har z-koordinaten 0, dvs. Py(X, o) —



og saetter vi z = 0 i de to planers ligninger, s& kan vi bestemme x; og y,
ved at lgse det ligningssystem, der opstar, i x og y. Man kan ogsa gare
det i én beregning. Det illustrerer vi med falgende eksempel: Bestem
skeeringslinjen mellem falgende de to planer, der har ligningerne:
A:2-x-3-y+4-z=8
B:Z-x+3-y—z=2
Seet z =t og flyt disse led over pa den anden side af lighedstegnet:
Q:2-x—3-y=8-4-t
B:2-x+3-y=2+t
Las ligningssystemet mht. x og y i et veerktajsprogram:

x=25-0,75-togy=-1+0,83"1t

Da z =t har vi altsa fundet falgende parameterfremstilling for
skaeringslinjen:

X 25—-0,75t 2 -0,75
y = —-1+0,83¢t = =il +ite 0,83
z

t 0 1

Q@velse 5.90
Bestem en parameterfremstilling for skaeringslinjen mellem de to

planer O og B givet ved:

A:2-x-4-y+3:-2-2=0
B:x+y—2-z—1=0

Opgaver
Pa hjemmesiden [materiale under udarbejdelse] ligger opgaver i
tilknytning til afsnit 10.



11. Afstande i plan og rum

Vi vil i dette afsnit udlede en raekke formler til afstandsbestemmelse i plan og
rum. Nar vi generelt taler om afstandsbestemmelse, er det underforstaet, at vi
onsker at bestemme den korteste afstand mellem to objekter, altsa den
vinkelrette afstand. Vi har set, at linjens ligning i 2D og planens ligning i 3D er
helt analoge. Tilsvarende er metoderne til at bestemme afstanden fra et punkt til
en linje (i 2D) eller afstanden fra et punkt til en plan (i 3D) helt analoge. Der
geelder folgende saetning om afstandsbestemmelse i planen:

Seetning 25: Afstand fra punkt til linje i planen

Afstanden fra et punkt Q(x1,y1) til en linje m med ligningena-x+b -y
+ ¢ = 0 kan beregnes ved:

laex;+bey, +cl

dist(Q, m) = \/a2 = ("dist" star for distance. Man laeser
+

det blot som det star)

Bevis

-
Linjen m har normalvektoren ., = ( : ) Vilader Py(x,, y,) betegne et fast

punkt pa m. Pa figuren har vi afsat normalvektoren ud fra @, og vi har

>
konstrueret vektoren P,Q

N
Afstanden fra Qtil m er da givet ved leengden af pOdS projektion pa

—
normalvektoren, dvs. laengden af Q,Q pa figuren. Ved indszettelse i

projektionsformlen far vi:

| - A —»l Leengden af P—’O‘s
q - P,Q® n 0
dist(Q, m) = =|PO =_0- o A
(Q m) |QmQ| 0 ;’ |_>| projektion pa =
n n
X, — X a Indsaet koordinater og
[ J b anvend laengdeformel
dist(@ m) =1 2 17
NZ+ 7
. — o) Dlel(ly —
dist(Q, m) = lae (x; = xp) (y1 = ¥o)l Udregn skalarprodukt
NZ+ 12
ex.+bey, +(—asx.—be
dist(Q, m) = |a e x, y;+(—aex, Yol Udregn parenteser og saml

\/32 + B konstanter

Da Py(x,, ¥,) ligger p& m, passer P, ind i linjens ligning, dvs.
axy+b-y,+c=0,altsder c=-a- x,—b- y,. Vifar sdledes den sagte
formel:

laex;,+bey, +c

dist(Q, = —
1@ m NZ+ 7 v

Helt analogt til seetningen ovenfor geelder der falgende saetning i rummet:

Seetning 26: Afstand fra punkt til plan i rummet
Afstanden fra et punkt Q(x,, y;, ;) til en plan @ med ligningen

a-x+b-y+c-z+d=0kan beregnes ved:

ax,+by,+cz, +d
1 1 1
NZ+ R+ 2

dist(Q, A) =

Qvelse 5.91. Bevis for szetning 24

Bevis seetningen efter samme principper som
beviset for afstanden fra punkt til linje i planen,
idet du anvender figuren i dine betragtninger. Pa




figuren betegner = normalvektoren til eret
n

a P,
,0 2 er —
® = oqa  PQ

~ 4
n 'I . . .
Qlx,.¥,.2,) fast punkt, som vi ved ligger i

's projektion ind pa —.
n

Folxygzg)

Praxis: Afstand fra punkt Qtil linje/plan i et vaerktejsprogram

-
Aflzes linjens/planens normalvektor , af ligningen for linjen/planen, og
bestem et tilfeeldigt punkt P, pa linjen/ i planen (fx et skaeringspunkt
med en af akserne).

- - -

Definer normalvektoren , samt stedvektorerne: OP,°9 0@ °9 beregn
-

forbindelsesvektoren: P,

-

|P:O. n

Udregn affstanden d = "0~ "~
-
A

d: = abS(dOtP(P:Q, :))

med kommandoen:

norm(;))

Praxis: Afstand fra punkt Qtil linje/plan i et 2D/3D-geometriprogram

Konstruer de aktuelle objekter samt punktet Q, og konstruer en ret
linje vinkelret pa objektet gennem Q. Bestem skaeringspunktet mellem
den vinkelrette linje og objektet, og bestem afstanden mellem
skeaeringspunktet og Q med en indbygget kommando i programmet.

Ovelse 5.92. Afstand mellem parallelle linjer/planer
En plan Qi rummet har ligningen2-x+6-y—-5-z+3=0.

a) Bestem afstanden fra punktet Q(4,5,2).
En anden plan B i rummet har ligningen—4 - x—-12-y+10-z-70=0.
b) Vis, at O og [B er parallelle.

c) Bestem afstanden mellem de to planer som afstanden fra et punkt pa
den ene til den anden plan.

d) Kontroller resultaterne ved konstruktion og efterfalgende aflaesning,
hvis du har et 3D-geometriprogram.

Bemeerk, at den samme metode kan anvendes til at bestemme afstanden til
en linje parallel med en plan i rummet og til bestemmelse af afstanden
mellem to parallelle linjer i planen.

Qvelse 5.93. Er en linje tangent til en cirkel?
En ret linje og en cirkel er givet ved ligningerne:

3:x4-y=15
(x=2)% + (y-1)2 = 5

a) Undersag, om linjen rgrer (er tangent), skaerer eller ligger uden for
cirklen, idet du bestemmer afstanden fra linjen til cirklens centrum og
sammenligner den fundne afstand med cirklens radius. Hvad kan du
konkludere?

b) Kontroller resultaterne ved konstruktion og efterfalgende afleesning,
hvis du har et geometriprogram.
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QOvelse 5.94. Er en linje tangent til en cirkel
Undersgg, om linjen med parameterfremstillingen

()=(5) e (5)sem

er tangent til cirklen med centrum i C(2,6) og radius 5. Veelg selv metode.

Ovelse 5.95. En kugle med en given tangentplan
En plan O har ligningen2-x+3-y—-6-z+8=0.

a) Bestem en ligning for den kugle, der har centrumi (6,—1,-5) og har ¢
som tangentplan.

b) Les opgaven ved konstruktion og efterfalgende afleesning, hvis du har
et 3D-geometriprogram.

Qvelse 5.96 Eksamensopgave

&=

# P.6.10) Pa figuren ses en model af en skré teaterscene
indlagt i et koordinatsystem med enheden 1 m pa
akserne, saledes at scenegulvet er udspzendt af
punkterne A, B, Cog D.

co91)

Opgaven kan lgses bade ved konstruktion og
aflaesning samt ved beregning. Metoderne er
ligestillede ved besvarelse af en
eksamensopgave — overvej, hvilken du
foretraekker.

8(10,20,0)

a) Bestem en ligning for den plan Q(, som scenegulvet er en del af.

| punktet P(9,6,10) er der ophaengt en projektor. Centrum af projekiarens lysstrale kan i modellen
beskrives ved en del af linjen / med parameterfremstillingen

X 9 8
y = 6 +t- —-10 J.teR
z 10 19

b) Bestem projektarens vinkelrette hgjde over scenen.

c) Bestem koordinatseettet til det punkt F, hvori centrum af lysstralen rammer scenegulvet.

(Baseret pa Eksamensopgave, stx-A-matematik-net, 250512)

Qvelse 5.97. Eksamensopgave

z Af en klods med sideleengderne 3 m, 4 m og 5 m
afskeeres et hjarne. Pa figuren ses en model af
klodsen indtegnet i et koordinatsystem med
enheden meter pa alle akser.

a) Bestem arealet af snitfladen.

b) Bestem afstanden fra snitfladen til det
modstaende hjarne.

(Eksamensopgave, stx-A-matematik-net, 310512)

Ovelse 5.98. Punkters beliggenhed i forhold til en linje eller en plan
(supplerende stof)

Givet en linje og to punkter, sa kan det godt vaere vanskeligt umiddelbart at
svare pa, om punkterne ligger pa samme eller pa hver sin side af linjen. |
rummet er det endnu sveerere umiddelbart at svare pa, om to punkter ligger
pa samme eller modsat side af en given plan. Men dette kan afgares
forholdsvis enkelt med en metode, der minder om ideen bag dist-formlerne.
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l Du kan lzese mere herom ved at klikke her. J

Opgaver
P& hjemmesiden [materiale under udarbejdelse] ligger opgaver i tilknytning il
afsnit 11.


http://gymportalen.dk/sites/lru.dk/files/lru/docs/N95_Hjemmesidehenvisning_-_punkters_beliggenhed.docx

12. Anvendelser
Vektorregningen anvendes i mange sammenhzaenge i og uden for matematik, og vi vil her se pa nogle meget forskellige anvendelsesomrader.
Eksempel: lllusionskonstruktioner

Julian Beever er en engelsk kunstner, der er bergmt for sin kunst pa fortovene i England, Frankrig, Tyskland, USA, Australien og Belgien. Han
tegner sine fortovsbilleder, sa de fra den rigtige vinkel ligner rumlige billeder, som man nzesten kan rare ved! Men hvis man ser billedet fra den gale

vinkel, sa ser det meget seert ud.

Set fra den rigtige vinkel og fra en vinkel, som gar, at perspektivet i billedet gar flojten!

Du kan udnytte Julian Beevers metode til at skrive ord pa et passende underlag i skolegarden (!), idet du veelger et passende observationssted,
hvor mange kommer forbi. Metoden er som falger:

For at skabe den gnskede illusion, skal du plotte et passende antal punkter i xz-planen i et 3D-geometriprogram (koordinatsystem) forbundet med
linjestykker, saledes at de polygoner, der fremkommer, repraesenterer de bogstaver, du skal bruge. Det letteste er selvfalgelig at skrive med
rektangulaere bogstaver, som vist pa figuren.

Princippet er sa, at man veelger et gjepunkt og treekker rette linjer fra
ojepunktet gennem bogstavernes hjernepunkter, hvorefter man
bestemmer linjernes skeeringspunkter med xy-planen. | skolegarden
konstrueres sa xy-planen og de fundne skeeringspunkter plottes og
forbindes, sa de repreesenterer det perspektiviske billede af
bogstaverne. Star du i det rigtige gjepunkt vil bogstaverne rejse sig op!
Pa hjiemmesiden [materiale under udarbejdelse] er teknikken ngjere
beskrevet i et projekt.

Eksempel: Losning af vektorligninger med determinantmetoden
Nar vi lgser flere linezere ligninger med flere ubekendte, fx 2 ligninger med 2 ubekendte, svarer det til at lese en vektorligning. Ser vi fx pa

4-x-3-y=6
2:x+3-y=12

A R - 4 - -3 i 6 L o
séa kan vi definere vektorerne 5 = . b= og ¢ = 10 og dermed skrive ligningen saledes:

- - -
a'Xtp¥=c
A
Lasningen til ligningssystemet kan findes ved vektorregning. Farst "prikkes" ligningen med z s& y-leddet forsvinder og vi dermed kan isolere x.
A
Dernaest "prikkes" ligningen med Z, sa x-leddet forsvinder:

A
Vi "prikker" ligningen med z s& y-leddet forsvinder, og vi kan isolere x:

A A A

S5 o S5 o o5 o
b.a'X+b.b'y=b.c
A A

S5 o S5 o

r®a X=p®c

A lc bl
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iee_ sz 023 _lwol
i\, - det(;,Z) —det(_a),Z) | a, b
o,

Il
oo

b

& Dy

A
Vi "prikker" ligningen med _e;’ sa x-leddet forsvinder, og vi kan isolere y:

A A

= - - S5 >
a.<a'x+b'y)=a.c
A A A

S5 o S5 o S5 o
a.a'x"'a.b'y:a.c
A A

S5 - S5 -
a.b'}’:a.c

A |a1 i

_z.zzdet(_a),_c)) _

]
ol

A

_).—) det(_a),z | a; b,
b

a a, b,

- (2,2) = —aet(2.2) og det(Z, 2) = —aet(22) s atvi |
Her har vi udnyttet, at: det\ p,, o/ = —det\ , p,/ og det\ p, 5/ = —det\ 5, p /. Bemaerk ogs4, at vi har antaget D # 0. Dette kommenteres i en
ovelse nedenfor. Vi benzevner determinanten i teelleren svarende til den af de ubekendte, vi ansker at bestemme, her henholdsvis D, og Dy.

- -
Bemeerk, at Dx fremkommer ved at skrive .'s koordinater pa x-koefficienternes plads, mens D, fremkommer ved at skrive ¢'s koordinater pay-

- -
koefficienternes plads. Determinanten i begge naevnere er den samme, nemlig D = det( ar b)- Man kalder denne for ligningssystemets
determinant.

Vi samler resultatet i falgende seetning:

Sazetning 27: Lesning af vektorligninger med determinantmetoden

.. - - - - a - b1 - Cy
Vektorligningen 5 - x+ - y= ¢, hvor 5= y b= og o = er
2 b, C,

egentlige vektorer i planen, har praecis én lgsning, nar ligningssystemets determinant D = 0.
Lagsningen er i sa fald:

D, D a ay G4
(x,y)=(—X,—Z),hvor D= D = og D, = .
D D X
a, b, Cc, b, & G

Hvis D = 0 har ligningssystemet enten ingen eller uendeligt mange lgsninger.

v
Qvelse 5.99. Situationen med D = 0

a)

a, b
Vis, at hvis et ligningssystems determinant D = v

a, b,

a
=0, sa er ogsa 1 % =0
b1 b2

b) Udnyt a) til at vise, at hvis D=0, sa er de linjer, som ligningerne fremstiller, parallelle.

c) Argumenter for seetningens sidste pastand, og giv en geometrisk tolkning af de to muligheder.

Vi lgser ligningssystemet ovenfor ved hjeelp af determinanter:

4-x-3y=6
2:x+3-y=12
() (3)-(5)
2 3 12
hvor vi har:

- > —
D, =det(3, ) = | 162 33 | =18 — (—36) =54

- - 4 6
Dy=det(a,c)= | o | =48-12=36



p=det(7,7) = | : _33 | = 12— (-6)=18

Altsa far vi:

Systemer af ligninger med flere ubekendte kan saledes opfattes som vektorligninger.

Qvelse 5.100

Las ligningssystemet ved determinantmetoden:
2-x+5-y+2=0
3:x—4-y—-20=0

Eksempel: Rumprodukt og determinanter af hojere orden
Vi har madt to forskellige produkttyper af vektorer i rummet, hvor det ene (skalarproduktet) resulterer i en skalar, mens det andet

- - -
(vektorproduktet/krydsproduktet) resulterer i en vektor. Beregner vi de blandede produkter af tre vektorer 5, p 0g , sé far vi en skalar:

a® ( p X c) og (a X b) @ . Ved hjzelp af disse blandede produkter kan vi generalisere determinantbegrebet til tre dimensioner. Vi udregner
skalarproduktet:

&
b, c by ¢ b, ¢ b, ¢ by ¢ b, ¢
-a’.(zxz)z a, ° 2 %2 1. s % 1. 1 G = a 2 Co +a, 5 +ay 1 G
by ¢, b, ¢, b, ¢, oy, @ b, c, b, c,

&

b, b,

+ay

- (—) —)) b, b, b, b,
a®\pXcl/=ar +ay Byt rundt i determinanterne

G C3 C3 G

@ Gy

Hajre side definerer vi nu som en determinant af 3. orden:

& & &
b, b, b; b b; b,

a; +a,: +a;: = b, b, by
G C5 C3 G Ci G

Ci G G

Ved at udregne de samlede udtryk, kan man vise, at ; @\ p X o/ =\ 45 X ,/ @ (. Dette kaldes rumproduktet af de tre vektorer i rummet 5, p
-
og ¢

Definition: Rumprodukt af tre vektorer i rummet

- - -
Rumproduktet af tre vektorer i rummet ., 4, og  er defineret ved:

& & &
[2.2.21=2e(3x2)=CxP)ec=0e(2,2.2)= [ b b, 5,

Ci C G5

Bemeerkning: Vi far samme resultat, hvis vektorerne skrives som sgjlevektoreri stedet
for som raekkevektorer, som vi har gjort i definitionen.

Qvelse 5.101
6 -4 2
. e - - i
Vis, at rumproduktet af de tre vektorer 5 = 7 . b= 1 og ¢ = = er lig med 306, dvs:
4 3 6
6 -4 2
[—) - -
ar brcd™ 7 1 -2 = 306
4 3 6

Determinanten af et vektorpar er (numerisk) lig med arealet af det
parallelogram, som vektorerne udspzender i planen. Vi viser nedenfor,
at en determinant af 3. orden (numerisk) er lig med rumfanget af det
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parallelepipedum ("skeev kasse"), som de tre sgjlevektorer udspaender
i rummet. Ligger vektorerne i hgjrestilling, som vist pa figuren, er

vinklen mellem = og ZX_) spids, og dermed er skalarproduktet af de to
a ®

ektorer = — _ ) positivt. Omvendt geelder det, at = =,
! a.(bxc)p w vensto a®\pXc
er negativt, hvis de tre vektorer ligger i venstrestilling.

- - o e T - = -
Er @ ( p % c) =0,saer 5L p X ¢, dvs. detre vektorer g5, p 0g . ligger i samme plan og er saledes linezert afhaengige. | dette tilfzelde
udspzender de ikke et parallelepipedum.

De tre vektorer ovenfor udspzaender ogsa et tetraeder, og vi vil nu vise, hvordan tetraederets rumfang fremkommer af rumproduktet.

- -
Arealet A, qiiade af tetraederets grundflade udspeendt af 5 og 4 er

=) 0
ifalge definitionen pa krydsproduktet bestemt ved % | aXp |

-
Tetraederets hgjde h, dvs. den vinkelrette afstand fra 's slutpunk til

- - -
grundfladen, er bestemt ved lzengden af ,'s projektion ind pa 5 X p
(som jo star vinkelret pa grundfladen), dvs.

o=

|—> - —)l
h=12 _,|= c®aXhp
a*b

- —>|
g1 [9)

Et tetraeders rumfang er bestemt ved V h AGundfiade Altsé far vi:

_1
tetraeder — 5

v h-A 1-—_0).(;";)'.1.'_’ "|=
2

-1 -
tetraeder — 5 ’ Grundflade ~— 5 a* [y

- —)l
a =[5

120G -1]ealz. 22| -1]02.3.3]|

dvs. tetraederrumfanget er en sjettedel af rumproduktet! Bemazerk, at vi undervejs ogsa fik udledt formlen for rumfanget af det parallelepipedum,

=h-A

paral | el epiped um — Dvs. det er samme

- -
vektorerne udspaender. Her er grundfladens areal jo Ag,y/ade = | aXp | , 0g rumfanget er V @uiileas

udregning, bortset fra brakerne! For vores tetraeder far vi nu ifelge avelsen:

- - -

1 1
Vtetraeder=g'|[a' b C]l =g'306=51

Eksempel: Vektorregning og linezer regression

Der er en overraskende taet sammenhaeng mellem linezer regression, som vi kender fra variabelsammenhzenge. og projektioner i vektorrum. For
bedre at kunne overskue situationen. betragter vi farst en serie pa tre sammenhgrende malinger pa to variable x og y: (1,4), (2,3.5) og (3,2.5).

¥. athzengig variabel Vi gnsker at undersgge, om der er en linezer
4.5jl sammenhaeng imellem de to variable. Derfor udfarer
vi linezer regression pa denne serie. Vi far derved
& regressionsgrafen samt forskriften for den linezere

a5 regression

3,0 y =—0,75x + 4,833

25+
= y==0,75-x + 4,83333 .
Sum af kvadrater = 00416667 Metoden hedder mindste kvadraters metode, og den

2.0 . . . T . — giver os preecis dén linesere sammenhaeng, hvor

LR L L summen af kvadraterne er mindst mulig.
x, uafhaengig variabel

Sidelaengderne i kvadraterne pa figuren er: forskellen
pa den empiriske vaerdi og modelvaerdien.

Opskriver vi nu de empiriske veerdier pa listeform saledes:
(Y1) Yar ¥3) = (4,3.5,2.5)
og kalder vi modeltallene for (z,, z,, z;), s& er den omtalte kvadratsum altsa:
s = (z,-4)? + (2,-3.5)° + (z;-2.5)°
Men fra vektorregningen genkender vi nu dette som kvadratet pa afstanden mellem punkterne P,(z,, z,, z;) og Py(y1, Vor Vg) = Py(4,3.5,2.5)
Mindste kvadraters metode betyder, at vi skal bestemme tallene aog b, sa tallene bestemt ved

zy=a'x;+bz,=a x,+b z;=a x;+b (*)
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passer bedst muligt med de observerede veerdier (y;, ¥, ¥3).

Qvelse 5.102
a) Vis, at (*) kan skrives pa vektorform saledes:

g X 1 1 1
Z, =a- X5 +b- 1 =ha: 2 +b- 1
Z3 X3 1 3 1

b) Begrund, at dette kan beskrives som planen gennem O udspaendt af vektorerne

x |

N
2 og f - 1

Den mindste kvadratsum, er altsa lig med den mindste afstand mellem P, og P,, hvor punktet P, gennemlgber planen, som vi beskrev i ovelsen.
Men punktet i planen med den mindste afstand ma jo veere projektionen af P, pa planen.

@velse 5.103. Regressionslinjen bestemt ved projektion

a) Vis, at projektionen af P, pa O er punktet Py

(4.0833,3.3333,2.5833) R,(1,4.08)
L

b) Afseet punkterne (1,4.08), (2,3.33) og (3,2.58) i P.4)

samme koordinatsystem som de oprindelige, og R,(2,3.33)
tegn regressionslinjen for de oprindelige. Hvad

P,(2,3.5)

RA,(3,2.58)

Pyi3,2.5)
ser du?

- - -
c) Las vektorligningen: OPg =2 x+ b- f,09
vis, at: a =—0,75, b = 4,833 i ~

Konklusion: Ved hjeelp af vektorregning har vi
saledes lgst problemet med at bestemme
regressionslinjen ved mindste kvadraters metode.

Det er indlysende, at dette kan generaliseres til hgjere dimensioner, dvs. til vilkarligt store dataszet. Dette
vender vi tilbage til i kapitel 9, Regressionsanalyse.
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13. Projekter

Projekt 5.1 Vektorernes beskrivelseskraft

Projekt 5.2 Lineaer algebra og konstruktion af ortogonale baser i
vektorrum

Projekt 5.3 Perspektivgeometri

Projekt 5.4 Beregning af afstande og vinkler i et centralperspektivisk
billede

Et centralperspektivisk billede er en todimensionel gengivelse af et
tredimensionelt motiv, og gengivet sddan som det ser ud fra en beskuer
placeret et bestemt sted i forhold til motivet. Hvis billedet er tegnet korrekt kan vi
bestemme hvor beskueren har staet, og dernaest bestemme bade afstande og
vinkler i det oprindelige tredimensionale motiv, alene ved at foretage malinger
pa det flade todimensionale billede. Projektet er udformet som en
sammenhaengende ovelse.

Projekt 5.5 Sfeerisk geometri og introduktion til kortprojektioner

Et punkts beliggenhed pa Jordkloden angives normalt med breddegrad og
laengdegrad, dvs. med vinkler. Inddrager vi rummet og ensker at beskrive
eksempelvis satellitters positioner, tilfgjes en tredje koordinat, afstanden til
centrum. Linjestykker mellem to punkter p& en kugle er stykker af cirkelbuer, der
repraesenterer den korteste afstand mellem punkterne. Herved kan vi definere
trekanter, lzengder og vinkler og udvikle en trigonometri pa kuglen. Projektet
rummer ogsa en introduktion til kortprojektioner, og beviser at det er umuligt at
tegne preecise kort.

Projekt 5.6 Lineaer algebra — moderne og klassisk kinesisk

Lasning af linezere ligningssystemer blev forst for alvor sat i system i den
vestlige matematik af Gauss omkring ar 1800. Herfra regner vi grundleeggelsen
af den linezere algebra. Men lgsningsmetoden har veeret kendt meget lzenge for
Gauss. 500 ar for udviklede kinesiske matematikere alle de afgerende
algoritmer, idet de indsa at det alene er koefficienterne til de ubekendte, der er
afgerende. Og det er faktisk de samme metoder, der er implementeret i CAS-
programmer, nar disse lgser lineaere ligningssystemer med den generelle solve-
kommando.

Projekt 5.7 Hvorfor en haengebros kabler har form som en parabel

| grundbogens kapitel 8 om andenordens differentialligninger analyseres
kaedelinjen, dvs. den kurve som de bzerende kabler i en haengebro falger, hvis
de hang frit. Nar brobanen haenges op pa kablerne andrer kurven form til en
parabelbue. Analysen af, hvorfor dette sker, bygger pa en vektorbeskrivelse af
de kreefter, der er i spil .

Projekt 5.8 lllusionskonstruktioner

Projekt 5.9 Ikke-euklidisk geometri

Kort for ar 1800 skriver den tyske filosof Immanuel Kant, at det eneste der
repreesenterer absolut sand viden er matematikken med den euklidiske
geometri. Nogenlunde samtidig havde Gauss opdaget, at der kan konstrueres
verdener med andre geometrier. Han offentliggjorde det ikke, men nogle artier
senere er der fra flere sider kommet bud pa sadanne ikke-euklidiske geometrier.
Det er fascinerende verdener, der her &bner sig, og vi vil i projektet isaer dykke
ned i én af varianterne, den hyperbolske geometri

Projekt 5.10 Matricer og affin geometri
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6. Vektorfunktioner (supplerende stof)

Plane kurver blev studeret lang tid for koordinatsystemet blev opfundet. Ellipser, parabler og hyperbler - de
sakaldte keglesnit - er de mest kendte, men langt fra de eneste kurver, som matematikerne i oldtiden
undersggte. Som navnet keglesnit fortzeller, blev kurver dengang beskrevet som geometriske figurer, eller
figurer, der fremkom ved en kombination af forskellige bevaegelser.

Koordinatsystemet gav mulighed for at repreesentere sadanne kurver med formler. | moderne sprog
anskues plane kurver som grafer eller banekurver for vektorfunktioner. Den beskrivelse medfarer straks, at
vi kan treekke pa al vores viden om vektorer og om funktioner, herunder hele differentialregningen, og
derved fa veerktojer til at analysere banekurvers forlgb. Dette er et hovedtema i kapitlet. Vi far i forlaengelse
af dette endelig muligheden for at give krumningsbegrebet en tilfredsstillende behandling.

Men vi lzegger ud med en forteelling om samfundets behov for en velfungerende infrastruktur, der rejste
spargsmal som: Hvorledes skal motorvejsudfletninger designes for at give den bedst mulige kerekomfort
ved hgje hastigheder? Svaret kom fra dette omrade af matematikken: De skal designes som banekurven for
en bestemt vektorfunktion, den sakaldte klotoide.



1. Infrastrukturen - samfundets skelet

Inkarigets vejnet med de to
hovedveje ved havet og
inde i landet, bundet
sammen af utallige
forbindelses- og sideveje.

Lobende embedsmand
fra Inkariget med sin
karakteristiske konkylie,
sin quipu (talsnore) og
sin rygsaek.

En god infrastruktur er afgarende for et samfunds udvikling, og til en god
infrastruktur harer gode veje. S&dan har det veeret til alle tider. Fortidens store
civilisationer var uteenkelige uden de omfattende vejnet, som deres ingeniarer
skabte. Vejnettet havde bade stor militeer og skonomisk betydning, og med gode
veje kunne centralmagten i det langstrakte Inkarige i Sydamerika eller i det
romerske imperium hurtigt kommunikere med de fjerneste egne af rigerne.

| inkariget, der havde sin storhedstid i 14-1500-tallet, havde de bygget over 40.000
km vej, krydset floder og klafter med broer, bygget veje gennem bjerge og skaret
sig gennem junglen for at kunne udnytte deres saerlige Chasqui system til
kommunikation. Inkaerne havde ikke et skriftsprog, s& alle beskeder blev
kommunikeret mundtligt fra kejseren til de yderste hjerner af riget og hjem igen.
Det skete ved, at der for hver km langs vejene var posteret seerligt betroede
embedsmeaend, der fik fortalt beskeden, og som sa lgb afsted til den nzeste post og
videregav den osv, hele vejen til hovedstaden Cusco (i det sydlige Peru). Det
kreevede gode veje, og inkaernes ingenigrer havde som romernes udviklet en
teknik til at broleegge veje, sa de holdt.

Inkaerne kendte ikke til hjulet, sa transporten foregik til fods eller med brug af
treekdyr som lamaer. Vejene behgvede derfor ikke have en bestemt bredde og
broerne kunne veere haengebroer.
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1.1 Alle veje farer til Rom

"Romerrigets storhed treeder isaer frem for os gennem tre faanomener:
Akvaedukterne, vejene og de store draeningsarbejder” (Dionysius fra
Halikarnassos, greesk historiker, ca. ar 0).

Romerriget bestod i over 500 ar. Fra forste feerd, hvor de begyndte deres
ekspansion, farst ud i Italien, s& ud over hele Europa, anlagde de systematisk et
enormt sammenhangende vejnet, der forbandt Rom med de fjerneste
provinser. Man anslar, de byggede 400.000 km veje, hvoraf ca. 80.000 km var
brolagte stenveje, der tillod de romerske legioner hurtigt at na frem, hvor der var
brug for dem. Men vejene var ogsa arer for den gkonomiske trafik, og var
steerkt medvirkende til den gkonomiske opblomstring. Varer og handveerkere
kunne bevaege sig frit omkring fra England i nord til Nordafrika i syd og
Neerorienten i gst. Ad disse solide veje, hvoraf mange stadig benyttes, ndede
forsyninger frem til de mange store byer, der blev skabt i den periode. Som
kortet antyder, var der god mening i det gamle ordsprog om, at alle veje farer til
Rom.

Dvelse 6.1. Romernes eget vejkort

Omkring ar 0 blev der fremstillet et detaljeret kort over det romerske rige med
angivelse af alle vejene og med angivelse af afstande mellem byerne. Kortet
blev mejslet ind i en marmorplade og opsat pa den plads, hvor et stort alter
skulle markere Den romerske fred (Pax Romana). Originalerne er gaet tabt,
men der findes en komplet kopi, Tabula Peutingeriana fremstillet af en munk i
1200-tallet.

Du kan finde yderligere materiale om dette kort via dette link, bla. et moderne
Europakort, hvor det gamle korts ruter er tegnet ind. Pa illustrationen har vi
zoomet ind p& Rom, hvor vi ser de 12 hovedveje. Prav om du kan finde tre af
de mest beramte: Via Appia, Via Latina og Via Salaria. | kapitel 10, Matematik
og Kultur, kan du finde et seerligt afsnit om fremstilling af kort.

De romerske veje blev konstrueret ud fra faste manualer, der beskrev, hvordan
der skulle lzegges lag pé lag af forskellige materialer i mindst 1 meters dybde.
Hjulet var for leengst opfundet og naet til Europa, sa transporten af varer og
materiel foregik med hestevogn. Det var derfor et krav, at alle de ca. 30
hovedveje gennem riget havde en bredde, sa to hestevogne skulle kunne
passere hinanden. Man tilstreebte samtidig at konstruere vejene med ingen eller
kun en meget beskeden krumning, fordi den tids hestevogne ikke havde
drejelige foraksler!

Efter Romerrigets fald blev transport gennem Europa bade mere farlig og mere
besveerlig. Rom havde veeret en millionby, og en reekke andre byer havde haft
over 100.000 indbyggere, men det var umuligt at opretholde store byer uden en
steerk infrastruktur, sa byerne forfaldt, og der skulle ga naesten 1500 ar, for man
igen satte opbygningen af et steerkt samfeerdselsnet pa dagsordenen i de
forskellige lande. Jernbanerne kommer til i 1800-tallet og bliver en staerk
veekstfaktor i industrialiseringen. | Danmark kreevede udbygningen af
jernbanenettet, at der blev bygget nye broer, hvorved landet blev bundet bedre
sammen. Denne historie har vi fortalt i et projekt i C-bogen, som du kan finde pa
via dette link.

De 12 hovedveje ind til
oldtidens Rom tegnet ind pa
et moderne kort. Via Appia
gar ned til Brindisi i "haelen”.
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1.2 Trafikplanlaegning som veekstfaktor

Den gkonomiske krise i 1930’erne satte i alle lande fokus pa trafikinvesteringer som en faktor, der bade
kunne skabe mange arbejdspladser og binde gkonomien bedre sammen. Med en udbygget infrastruktur
kan varer transporteres med feerre omkostninger, og arbejdspladsen behgver ikke veere lige, hvor man bor.
| USA anleegges de farste motorveje i 30’erne, og i Danmark fremleegger de store ingenigrfirmaer Hajgaard
& Schultz, Christiani og Nielsen og Kampsax i 1936-37 et omfattende motorvejs- og broprojekt, der kom til
at saette dagsordenen for debatten om trafikplanleegning i Danmark i artierne derefter. Det er en utrolig
visioneer plan, der indeholder bygning af en @resundsforbindelse, en Storebzeltsforbindelse og et
landsdzaekkende motorvejsnet. Men en egentlig planleegning efter disse linjer tager forst form sidst i
1950’erne.

Alle gkonomiske analyser viser, at der kan hentes store samfundsgkonomiske gevinster ved at investere i
infrastruktur, ogsa nar det skal ske pa en beeredygtig made. Den helt grundleeggende ide er den samme
som i Romerriget - mennesker og varer kan transporteres hurtigere og billigere rundt. Selv om det kan lyde
af lidt, sa kan der veere store gevinster i at korte en rejsetid mellem de store byer i Danmark ned med fx 1
time. Det kreever bade investeringer i jernbanenet og broer, som omtalt ovenfor, og i motorvejsnettet.

Motorveje anleegges for at trafikken kan flyde med konstant hgj hastighed uden afbrydelser, nar man
beveaeger sig mellem to sterre byomrader. Det betyder naturligvis, at nar motorveje krydser hinanden, skal
det ske via broer. Men hvordan bevaeger man sig fra den ene motorvej ned pa en anden, der krydser, uden
at trafikken gar i sta, og hvordan kommer man pa og af motorvejene? Det stillede ingenigrerne over for helt
nye udfordringer mht. konstruktion af motorvejsudfletninger. Sddanne linjeferinger havde man aldrig set for.

Ingeniertegning fra prospektet.

Bygning af motorvejsanlzeg fra Kebenhavn til
Frederikssund.

Den enkelte motorvej projekteres med lige straekninger, der jeevnligt afleses af straekninger, der falger
meget store cirkelbuer og saledes har en svag krumning. At vejen ikke bare fortseetter lige ud er
hovedsageligt begrundet i trafiksikkerhed. Den svage krumning har ingen indflydelse p& hastigheden og der
er kun en minimal fornemmelse af centripetalacceleration, dvs. at man fgler sig presset veek fra cirklens
centrum.

Hvis man derimod bevaeger sig med hgj fart rundt i en cirkelbue med en forholdsvis lille radius vil
oplevelsen af denne centripetalacceleration veere ubehagelig. Man kunne tro, at hvis man karte ind i en
cirkelbue langs tangenten, ville man fa en blad overgang. Men det vil ikke ske. En cirkel har en konstant
krumning af en vis stgrrelse, mens tangenten man kerer ind langs, har en krumning pa 0. Lige sa snart man
rammer selve cirklen, springer krumningen diskontinuert op pa cirklens krumning, hvilket bilens farer og
passagerer vil meerke som meget ubehageligt. Man har faktisk en intuitiv fornemmelse af, at der burde veere
en overgang. Er der en skarp kurve forude, vil man ofte veere tilbgjelig til at skeere svinget af ved at begynde
at dreje, allerede for man kommer ind i svinget. Svinget bliver hermed mindre skarpt og kerslen foles
behageligere. Men kan dette ikke indarbejdes i selve linjefaringen?

Da ingenigrer tog fat pa at projektere motorvejsudfletninger, rejste man det spargsmal:

Findes der kurver, hvor krumningen vokser gradvist op fra den retlinede streeknings
krumning pa 0, til vi nar cirklens krumning?

Vi har endnu ikke defineret krumning, men har en intuitiv fornemmelse af begrebet: Meget store cirkelbuer
har en beskeden krumning og sma cirkler, som fx ved motorvejsudfletninger har en relativ stor krumning. |
naeste afsnit, og i afsnit 3 indfarer vi et krumningsmal k (greeske bogstav kappa), sa vi kan tale om
krumningen af en given glat kurve i et vilkarligt punkt.

Den mest enkle model for at vokse gradvist op er proportionalitet. S& den sproglige repreesentation af
problemet kan overseettes til felgende:

Findes der kurver, som i ethvert punkt opfylder, at K = k - s, hvor Kk er krumningen i punktet, s er den
streekning vi har gennemlebet og k er en proportionalitetskonstant?
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Kilotoider var blevet anvendt mange ar for af amerikanske jernbaneingeniorer som Andrew Talbot, der her ses "i marken". |
slutningen af 1800-tallet stillede togenes ogede hastighed przecis samme krav til at skabe blode overgange mellem lige og
krumme straekninger, eller som Talbot udtrykte det: "The generally accepted requirement for a proper transition curve is that
the degree of curve shall increase gradually and uniformly from the point of tangent until the degree of the main curve is
reached.” Du kan finde yderligere materialer herom pa hiemmesiden [materiale under udarbejdelse].

Findes der en sadan kurve, kan vi se, at krumningen fra start er 0 (her er s = 0), og at vi vil na op pa en

bestemt ansket krumning K af en cirkel, nér vi har gennemlgbet en straekning pa s.= K_C Svaret er, at
k

der findes sadanne kurver. De kaldes klotoider, og de anvendes i udstrakt grad i motorvejsbyggeri som
netop overgangskurver mellem de retlinede og de cirkelformede vejstraekninger. | en beskrivelse af et
moderne motorvejsbyggeri hedder det: "Mellem retlinede straekninger og cirkelbuer og cirkelbuer indbyrdes
er indlagt klotoider som overgangskurver". (En sadan projektbeskrivelse ligger pa hiemmesiden [materiale
under udarbejdelse])
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1.3 Krumning

Forteellingen om motorvejsudfletningen siger os, at spargsmalet om
krumning er et meget praktisk spargsmal, og at vi har brug for mere end
kvalitative beskrivelser. Vi skal have et kvantitativt mal, der kan anvendes
til at sikre, at krumningen ikke vokser i store diskontinuerte spring.

For at na frem til et mere preecist begreb om krumningen af en kurve, skal
vi farst have opstillet en matematisk model for disse kurver. En generel
kurve i planen eller i rummet, der kan betragtes som den banekurve, en
partikel gennemlgber i lobet af en vis tid, kaldes for en parameterkurve.
Det punkt P,, som partiklen befinder sig i til tiden ¢, kan beskrives ved

- - -
stedvektoren (t) = OP, og [(t) kaldes en vektorfunktion. Nar ()

skrives saledes:
- (1)
! y(1)

kaldes x(t) og y(t) for koordinatfunktioner.

| afsnit 2 undersgger vi vektorfunktioner ngjere og vi leerer at bestemme

differentialkvotienter ved at differentiere koordinatvis. Som med reelle

funktioner angiver hastighedsvektoren _j X (1) retningen for
ro=(20)

y'(1)
tangenten til kurven, mens den dobbelt afledede, accelerationsvektoren
_)”(t) er et mél for, hvordan tangenten varierer — og variation er bdde mht.

starrelse og retning. Men vi skal passe pa med direkte at overfare
metoder, for selv om banekurverne tegnes op i et almindeligt 2D-
koordinatsystem, sa er der en tredje variabel i spil, tiden t. Eksempelvis
skal krumningen af en given cirkel naturligvis ikke afhaenge af, hvor hurtigt
vi gennemlgber den. Nar vi maler krumning skal vi altsa i en vis forstand
"nulstille" maden vi gennemlgber kurven pa, og alene se den som en
geometrisk figur.

Vi vil forsgge at treekke pa erfaringen
fra reelle funktioner, hvor vi sagde, at
en funktion er differentiabel, hvis den
er lokalt lineeer, og hvor vi knyttede
den forste afledede til en ret linje,
nemlig tangenten. Linjer er de mest
simple geometriske figurer. Den naest
mest simple geometriske figur er en
cirkel. Krumningen af en kurve i et

bestemt punkt P vil vi derfor sage at  nar nabopunkterne Q og R naermer sig

knytte til en grafpunktet P, vil den omskrevne cirkel
for trekanten PQR naerme sig den
bestemte cirkel, der kaldes
krumningscirklen. Centrum for den
omskrevne cirkel er skaeringspunktet
mellem midtnormalerne. Man siger 0gsa,
at denne cirkel "kysser" kurven i punktet
P. Det engelske navn er osculating
circle. Se interaktiv version af figuren:
2D animation - Krumningscirklen (html)
2D animation - Krumningscirklen (ins)

cirkel, der lokalt i punktet P felger banekurven. Geometrisk kan vi forestille
os det saledes: Nzermer vi os punktet P fra begge sider, og veelger vi P og
to punkter teet ved P, s& vil disse tre punkter bestemme en trekant, der har
en omskreven cirkel. Nar vi saledes triller ind mod P, vil disse cirkler

neerme sig en bestemt cirkel, der kaldes krumningscirklen i punktet P.

Cirklerne er altsa byggeklodserne, hvormed vi skaber alle andre kurver.
For at f& en bedre fornemmelse af krumningsmalet vil vi derfor betragte en
prototype pa en kurve, nemlig en cirkel med radius R.

Cirklen er placeret i et koordinatsystem, og kan her beskrives ved
parameterfremstillingen:

- . . e)
ez(x(t))z(Rcos( ) )
=\ )

R- sin(©)

hvor 6 er vinklen — malt i radianer — som retningsvektoren til punktet er
drejet i forhold til 1. aksen. Der er tale om en jeevn cirkelbeveegelse, da der

blot indgar 6. Vi vil nu bestemme den farste og anden afledede af 7(6),
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men som omtalt pa foregédende side skal vi "nulstille” maden, vi
gennemlgber kurven pa, og alene se den som en geometrisk figur:
Hvis s betegner det stykke pa cirklen, et punkt har bevaeget sig siden
starten, s& har vi:

s=R-0 Overvej selv dette!

Roker rundt

0=

Tlo

Indsaet og differentier mht s:

_— R-cos(%) -
r(s) = , der giver:

R-sin(%)
5 R %-—sin(%) —sin(%)
r(s) = =

R —R-cos(%) cos(ﬁR)
Qvelse 6.2

a) Beskriv retning og leengde for hastighedsvektoren _)'(s)'
r

b) Vis, at accelerationsvektoren _)”(s) er lig med
r

1 _COS(ER) _ 1( —cos(0)
A —sin(i) A\ sin®)
R

c) Beskriv retning og leengde for vektoren

( —cos(0)
—sin(6)

Tallet ;-rfer et godt mal for krumningen af cirkler - overvej selv hvorfor.

Dette vil vi gerne generalisere. | gvelsen sa vi, at tallet :—qoptraeder som en

—cos(e)

konstant, der er ganget pa enhedsvektoren ( , 0g denne
—sin(0)

enhedsvektor er vinkelret pa hastighedsvektoren. Dette er karakteristisk

for cirkler. For generelle banekurver, vil accelerationsvektoren altid kunne

skrives som en sum af to vektorer, en i hastighedsvektorens retning, og en

vinkelret herpa. Det er den sidste vektor, der skal give os det generelle

mal for krumning.

| eksemplet med cirklen var hastighedsvektoren en enhedsvektor. Det
viser sig, at vi her kan finde metoden til at generalisere cirklens
krumningsmal.

N
For en generel banekurve lader vi o betegne en enhedsvektor i
hastighedsvektorens (dvs, tangentens) retning. Der geelder sa:

il i di Udnyt formlen = = _ |=] |
(e) =g =1 Y a-b=|a|-|b|-cos(v)
5. .7 Differentier pa begge sider
e’ e
=, Udnyt saetning om ortogonalitet
ele

-
Dvs. betragter vi en enhedsvektor o i tangentens retning, sa vil den

N
afledede ¢ af denne st vinkelret pa tangenten, eller sagt med andre ord:
A

veere parallel (og proportional) med Z. | tilfeeldet med en cirkel med radius
Rfandt vi, at denne proportionalitetsfaktor var konstant og lig ;—? Det er

det enskede krumningsmal for cirklen. Undersggelsen af
krumningsbegrebet konkluderer vi derfor med falgende definition:




Definition: Krumning for en vilkarlig differentiabel banekurve

Givet en banekurve.
Krumningen i et punkt P er
proportionalitetskonstanten k i
formlen:
- A

d_e =K-_

(ds) <

>

hvor . er en enhedsvektor med
samme retning som tangenten i
P, og s er den gennemlgbne
straekning (kurvelaengden).
Krumningscirklen i punktet P er
cirklen med samme tangent i P
som
banekurven og med radius

bestemt af K = 1.
R
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1.4 Klotoiden

Formlen er vanskelig at bruge i praksis, da vi ikke kender streekningen s. | afsnit 3 udleder vi nogle mere
handterbare formler. Her er vi interesseret i, om vi ud fra definitionen pa krumning kan vise, at der findes en kurve,
der opfylder det enskede krav formuleret i afsnit 1.2 — dvs. vise at klotoiden findes! — og om vi kan finde en
parameterfremstilling for denne kurve.

- ) R - cos© .
Enhedsvektoren g kan skrives pa formen g = 5 , hvor © males ud fra vandret.
sin

| afsnit 3 viser vi ud fra definitionen pa k, at der generelt geelder: K = ﬁ
ds

Gvelse 6.3

a) Vis, at hvis klotoiden findes, sa skal kurven opfylde= ﬁ =K-s
ds

b) vis, at 0= % - k- s? er en lgsning til differentialligningen (Hint: Udnyt 0(0) =

c) Argumenter for, at farten er lig med 1, nar bueleengden anvendes som parameter.
(Hint: Fart er "laengde pr. tidsenhed". Overseet til denne situation).

d) Vis ud fra b) og c):

cos(; k-sz)

>
r'(X)=
1
sm(E-k-sz)
e) Vis ved integration og anvendelse af substitution:
scos(L k- 2) (AN (1 )
S [ cos 5 k- £)at T IR cos{ 5 T-i#)du
(X)) = = (7 0

Sosinf Lo £)at fo(s-\/(ﬁ))sm( #)au

Formalet med substitutionen var at flytte k ud i greenserne. Integralerne af cos(1 - xz) og sm( ST x2)

kan ikke udtrykkes ved hjeelp af de simple funktioner. De giver derfor anledning til at definere nye funktioner, de
sakaldte Fresnelfunktioner FresnelC og FresnelS.

Seetning 1: Parameterfremstilling af klotoiden

Der findes en kurve, som opfylder betingelsen: K = k- s, hvor K er kurvens krumning, s er l&engden af
den gennemlgbne straekning og k er en proportionalitetskonstant. Kurven kaldes klotoiden og har
parameterfremstillingen:

o \/(n) (Fresne,c \/@)

Fresnel s \/(%) )

hvor koordinatfunktionerne er Fresnels trigonometriske integralfunktioner

Fresnel C(s) = [,° cos(g . x2) dx)

F resnel S(s) = fossin(g . xz)dx)

Qvelse 6.4
A
" f - = -
a) Vis ved differentiation, at ,“(s) =k-s- .'(s)

b) Konkluder, at K = k - s for klotoiden

Qvelse 6.5

a) Find eller definer selv de to nye funktioner i dit it-veerktej.

b) Hvilke andre funktioner har vi defineret pa lignende made og dermed introduceret
nye funktioner?

e i Den franske



fysiker Cornu

- anvendte med
@"- I stor succes
|

klotoiden pa

Da krumningen vokser jeevnt, bliver radius i krumningscirklen
mindre og mindre, sa klotoiden er en spiral, der snarer sig C

sammen om et greensepunkt. Men vi skal kun bruge en del af L ¢
den forste bue, fra vandret tangentvektor i bunden til lodret ,E Zfi’;ifr’,‘,i,,

tangentvektor i siden. Tegningen er
fra en artikel,
han skrev i

. 1874, og som
‘\\\,__;‘/ genskabte

| interessen for
klotoider. |
kapitel 10
findes et starre
afsnit om
spiraler.

Gvelse 6.6

a) Anvend udtrykket for =,

- r'(s)
s='\/%'

b) Vis, at denne bue har hgjden: H = \/E
k

til at vise, at der er vandret tangentvektor for s=0%9 lodret tangentvektor for

. Fresnel S(1) = 0,438259- Parameteren k kan saledes

afstemmes, sa klotoidens hgjde bliver det anskede.
c) Hvis klotoiden skal ga glat over i en cirkelbue, hvad skal radius i cirklen i sa fald veere?

Qvelse 6.7

P& hjemmesiden [materiale under udarbejdelse] ligger et projekt, hvor vi ser pa en J

reekke konkrete eksempler med anvendelser af klotoider, bl.a. falgende: Hvert blad i 1=\

en klgverbladsudfletning er som vist strikket sammen af to rette linjer, to generelle I, L Al J )

klotoidebuer og en cirkelbue. Med en generel klotoidebue mener vi en kurve, der er = = ——

karakteriseret ved formlen K = k- s + K, hvor K er en startkrumning. :Q%_, '\_jj,'

a) Angiv, hvor pa klgverbladsudfletningen, vi finder de rette linjer, cirkelbuerne og ] !
klotoidebuerne. . NS

b) Giv en fortolkning af grafen.
c) | projektet lzerer du at tegne en sadan klgverbladsbue.

Qvelse 6.8

Problemet med at anvende de rene cirkelbevaegelser og nadvendigheden af at
anvende overgangskurver som klotoiden har en spektakuleer anvendelse inden for
rutsjebaneteknologien. Du kan pa her finde et materiale herom, hvor vi bla. viser, at
cirkulaere loops vil give alt for stor en centripetalacceleration.
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2. Vektorfunktioner og banekurver

De kurver, vi indtil nu har undersggt og tegnet, har stort set alle veeret grafer for
reelle funktioner. Der er dog undtagelser, hvor cirkler, ellipser og spiraler er
oplagte eksempler. Man kunne beskrive en cirkel ved hjeelp af to funktioner,
hvis grafer gav hver sin halvcirkel, men det er en besveerlig og ikke saerlig
elegant metode. Og hvad med spiralerne? Mange fysiske bevaegelser foregar
langs s&danne og endnu mere komplicerede kurver. Det er fx situationen, nar
forskerne accelererer partikler i CERNs Large Hadron Collider for at studere
universets opbygning fra det mindste til det starste. Det er ogsa tilfeeldet i
makroskala, nar bilister suser rundt i motorvejsudfletninger.

Der er brug for et nyt matematisk vaerktoj, hvis vi skal kunne gennemfare en
matematisk modellering af sadanne bevaegelser og svare pa spgrgsmal som
det, der blev stillet i den indledende forteelling - hvordan udformes
motorvejsudfletninger (og rutsjebaner!) sa det giver mindst muligt ubehag, nar

man har god fart pa rundt langs kurven?

En reekke kurver kan beskrives forholdsvis enkelt, som det man kalder et statisk

D N
/P )
AN\ ™

e

~—
En cirkel er det En ellipse er det En hyperbel er det
geometriske sted forde  geometriske sted for de  geometriske sted for de
punkter, der har en punkter, hvor summen af punkter, hvor differensen
bestemt afstand r afstandene til to mellem den sterste og
(radius) til et bestemt forskellige punkter mindste afstand til to
punkt C (centrum). (breendpunkter) er et forskellige punkter

bestemt tal (storaksen).  (breendpunkter) er et
bestemt tal (storaksen).

Andre kurver kan beskrives som et dynamisk geometrisk sted, dvs. som den
kurve et punkt gennemlgber under bestemte betingelser.

S “\

Cykloiden fremkommer som den F, N
kurve, et punkt pa et cykelhjul, fx
ventilen beskriver, nar hjulet trilles
hen ad vejen (1. aksen). Cykloidens
egenskaber undersgges neermere i \ -
et projekt pa hiemmesiden
[materiale under udarbejdelse].

Archimedes spiral fremkommer ved, at et
punkt beveeger sig med jeevn fart pa en
ret halvlinje, veek fra et punkt (origo),
samtidig med at denne halvlinje drejes
rundt om origo med jaevn
vinkelhastighed. Spiralens egenskaber
undersgges naermere i et projekt pa
hjemmesiden [materiale under
udarbejdelse].

2D animation - Cykloiden (html)
2D animation - Cykloiden (ins)

2D animation - Archimedes' spiral (html)
2D animation - Archimedes' spiral (ins)
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2.1 Repraesentationsformerne

Farste trin i den matematiske beskrivelse af en kurve er at opfatte den som banekurve for et
variabelt punkt P(x,y) i koordinatsystemet, hvorom der geelder en naermere beskrevet
sammenhaeng mellem x og y, og hvor begge punktets koordinater er afheengig af en parameter
t, som er et tal, der ikke er knyttet til koordinatsystemet, men til selve kurven. Stedvektoren til

>
punktet far da koordinaterne Op = ( Xit; ) hvor parameteren t gennemlgber et naermere

bestemt interval, som bestemmer banekurvens udstreekning i koordinatsystemet. Vi kalder
denne nye type af funktioner for vektorfunktioner.

Definition: Vektorfunktion og banekurve

- -
Nar der til ethvert tal ti et interval / er knyttet netop en vektor ,(f), sa kaldes , en
vektorfunktion af t, og tkaldes parameteren. Ofte opfattes parameteren tsom tiden.
Nar parameteren t gennemlgber intervallet /, sa gennemligber endepunktet P, af

— - -
stedvektoren Op, = /(1) en kurve, vi kalder for banekurven for ..

N
Ligningen Op = ( ng ) kaldes en parameterfremstilling for banekurven, og
y

sommetider anvendes ogsa betegnelsen parameterkurve om en vektorfunktions
banekurve. En vektorfunktions koordinater x() og y(t) kaldes for vektorfunktionens
koordinatfunktioner.

Pa figuren ses en vandret liggende parabel, som er banekurven for vektorfunktionen:

1.p2_
_,)(t)= ( 3 =g ),te[R Repraesentationsform:
t Formel

Vi har ogsa plottet syv punkter og deres stedvektorer svarende til beregningerne i den viste
tabel:

2 ] I Repraesentationsform:
pryoes |z a6 l=al2| %
e 4 | =2 | L Tabel

¥ P 127) ¥ P27
P25 , . s

Repraesentationsform:
Graf

Py -4,3)

Fi-61) x

Bemaerk, at notationen P,(2,5) osv. betegner, at punktet Pt befinder sig i (2,5) il tiden t= 4.
Kurven til hgjre er den samme kurve, men her vises kun 40 punkter pa banekurven svarende
til, at vi kun beregner punkter pa banekurven svarende til 40 forskellige t-veerdier, her i t-
delintervallet [-6.6,6.5].

Vi kan altsd pa samme made som med szedvanlige funktioner benyttes os af forskellige
repraesentationsformer. Her har vi set de tre i spil, nemlig formel, tabel og graf. Den sidste af de
fire repreesentationsformer, den sproglige form sa vi eksempler pa ovenfor.

Qvelse 6.9
Undersgag, hvordan banekurver fremstilles grafisk i dit veerktajsprogram.
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2.2 Banekurvernes forlgb i et koordinatsystem

| kapitel 5 beskrev vi pa lignende vis parameterfremstillingen for en ret linje. Vektorfunktionen

_r)(t)= ( tt2 ),hvortE[R{
2:-t+3

svarer netop til parameterfremstillingen:

(O_/)::)t=(§)=(§)+t-(-21 ),hvortE[R

b oxf=-te2 ' yyiti=2ts3 N Pa figuren ses banekurven for =, hvilket jo sa
P T | r
L -: ! : -C: svarer til en ret linje. Igen har vi plottet punkter for
I 1 forskellige veerdier af parameteren ti et

o 2 3 . .

i B A vaerktojsprogram sammen med de tilhgrende

j _1" ; stedvektorer. Tabellen angiver punktets position

a -2 1 . for en reekke heltallige t-veerdier.

En vektorfunktion er en generalisering af en almindelig reel funktion, hvilket kan illustreres ved at
betragte banekurven som en 3D-graf i et (t,x,y)-koordinatsystem.

3D animation - Grafen for en vektorfunktion (html)

3D animation - Grafen for en vektorfunktion (ins)

Bemeerkning: Vi taler ofte om at gennemlgbe en kurve, og opfatter séledes parameteren t som tiden
(malt i en passende tidsenhed). Vi kan imidlertid ikke se gennemlgbet, nar vi alene ser banekurven. Den
retning, banekurven gennemlgbes i, afhaenger af parameterfremstillingen. Pa banekurven ovenfor er
angivet punkter P, for en reekke veerdier af t, og ud fra disse kan vi se, hvilken vej kurven gennemlgbes.

Qvelse 6.10
a) Hvilken vej bliver linjen gennemlgbet?

b) Hvordan kan vi eendre pa parameterfremstillingen, sa linjen er den samme, men gennemlgbet er
anderledes? (Der er mange lesninger)

Qvelse 6.11

Tegn banekurver for falgende vektorfunktioner, og beskriv dem med ord
1) L= ( S ) + ( 2 ),051521‘[
3sin(t) 4
2) ( X )= ( SC?SU) )+ ( 3 ),05t52n
y 2sin(t) 4

Via dette link findes et projekt om Ellipser som banekurver, hvor vi underseger en raekke af
ellipsernes seerlige egenskaber ved at beskrive dem som banekurver for vektorfunktioner.

Eksempel: Banekurvers skaering med akserne

En vektorfunktion er givet ved:

. ( 9-p ) N
(t) = hY \‘\ T, PR
r 1.p—a N .
4 \'\. i) \ .

Banekurven ses pé figuren. : P8

Der er anvendt parameterintervallet -5 < t < 5

Vi bestemmer banekurvens skeeringspunkter med akserne. Vektorfunktionen har koordinatfunktionerne
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x(t)=9—fogyt)== £ —4t

1.
4

Vi bestemmer skaeringspunkter med x-aksen, idet vi seetter y-koordinatfunktionen lig med nul og laser
ligningen:

t=0Vvi=—-4vi=4

Dvs. banekurven skeerer x-aksen, nar t =0, t =—4 og t = 4. Vi bestemmer x-koordinaten i
skaeringspunkterne, idet vi indseetter de fundne parameterveerdier i x-koordinatfunktionen:

Parametervardi Beregning af x-koordinaten Skaaringspunkt med x-aksen
t=0 x(0)=9-0°=9 P,(9,0)
t=-4 - X(-4)=9-(-4)*=9-16=-7 ' P_(-7.0)
t=4 _ x(4)=9-4=9-16=-7 ' P,(-7.0)

Punktet (—7,0) kaldes et dobbeltpunkt. Se pa figuren og overvej den
grafiske fortolkning.

Skeeringspunkterne med y-aksen bestemmes, ligesom vi lige for
bestemte skaeringspunkterne med x-aksen. Nu er det jo blot x-
koordinatfunktionen, der skal veere nul:

P s o I=T.0) i

e

1 P,8,0)

P,l0.-5.25)

0

ol

9

9-¢f
t=-3vit=3

Banekurven skeerer altsa y-aksen, nar t =-3 og t = 3. Vi
bestemmer y-koordinaten i skeeringspunkterne, idet vi indseetter de
fundne parametervaerdier i y-koordinatfunktionen:

‘ Parametervardi Beregning af y-koordinaten Skasringspunkt med y-aksen

‘ t=-3 y-8)=1-(-3)"-4:(-8)= ¥ +12=51 =525 P_,(0,5.25)

‘ t=3 y@)=5-3-4.3=2_12=-51=-525 P,(0,-5.25)

P& figuren er alle skeeringspunkter indtegnet.

Qvelse 6.12

Gennemfar ovenstdende beregninger i et veerkiajsprogram.

Vi sammenfatter resultatet:

Praxis: En banekurves skaringspunkter med koordinatakserne

. . - x(f)
En vektorfunktion er givet ved /(1) = (0 .
y

Banekurvens skeeringspunkter med x-aksen bestemmes ved at lgse ligningen y(f) =0 og

>
indszette de fundne t-vaerdieri ,(1).
Banekurvens skeringspunkter med y-aksen bestemmes ved at lgse ligningen x(f) = 0 og

N
indszette de fundne t-vaerdieri ,(1).

Qvelse 6.13

4P — t*
2 — 3t
a) Tegn banekurven for vektorfunktionen.

En vektorfunktion er givet ved _,)(t) = ( ) hvor t€ R.

b) Bestem koordinatseettene for de punkter, hvori banekurven skeerer koordinatsystemets akser.
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| det gennemregnede eksempel ovenfor fandt vi ved et heldigt sammentraef kurvens dobbeltpunkt, fordi
dette la pa en af akserne. Men vi kan ogsa finde et dobbeltpunkt i det generelle tilfeelde:

Praxis: Bestemmelse af dobbeltpunkter

Et dobbeltpunkt for en banekurve er et punkt Q, hvor (5@)(” = 7(!‘1) = _,)(tz) for to
forskellige veerdier af &. Punktet bestemmes ved at lose det tilhgrende ligningssystem:
x(t,) = x(t,) og y(t,) = y(t,), med betingelsen t, # t,

>
og indszette de fundne parameterveaerdier i (1)

Qvelse 6.14: Bestemmelse af dobbeltpunkter
. . . = =12t
Vi har givet vektorfunktionen: () = ,teER

t? + 2t
a) Tegn banekurven.

b) Bestem skeeringspunkterne med akserne.

¢) Banekurven har et dobbeltpunkt. Bestem dette.

Eksempel: Banekurver og grafer for reelle funktioner
Grafen for en almindelig reel funktion £(t), hvor t er den uafhaengige variable, bestar af alle punkter
(t,1(t)), hvor t gennemlgber definitionsmaengden. Men punktet ( ¢,f(f)) har jo stedvektoren

- t
()= ( ) Derfor geelder der:
(1)

Grafen for en vilkarlig reel funktion f er banekurve for vektorfunktionen _,)(t) = ( f(t) )
t

Definitionsmaengderne er ens.

Qvelse 6.15

Et tredjegradspolynomium er givet ved h(x) = x° + x2 — 7x + 6.
Angiv en vektorfunktion, der har grafen for h som banekurve, og tegn grafen for h og banekurven i
samme koordinatsystem.

Selv om banekurven for en vektorfunktion sjaeldent kan opfattes som grafen for en reel funktion, s& er vi
ofte i stand til at bestemme en ligning, hvor lgsningen praecis svarer til punkterne pa banekurven.
Eksempelvis kan en "liggende” udgave af standardparablen beskrives ved ligningen: y = x. Pa
hjemmesiden [materiale under udarbejdelse] er der et projekt herom, hvor vi ogsa ser naermere pa
Descartes' beskrivelse af kurver vha. ligninger.



2.3 Differentiable vektorfunktioner, tangent, hastighed og
acceleration

Teorien om kontinuitet og differentiabilitet af vektorfunktioner er helt analogt til

teorien om reelle funktioner, og vi arver en lang raekke egenskaber og
regneregler her fra.

Definition: Kontinuitet

En vektorfunktion _;(t) = ( Xit; ) kaldes kontinuert i &, hvis
y(t

koordinatfunktionerne begge er kontinuerte.
| sa fald geelder der:

x(1) - x(t,) for t— §, og y(1) > y(t,) fort— ,, og vi skriver:
_;(t) - _;(to) for t- .

Er en vektorfunktion kontinuert i hele sin definitionsmangde, kaldes
den blot kontinuert.

-
Bemaerkning: Hvis vektorfunktion (1) er kontinuert, er banekurven en
sammenhaengende kurve.

Definition: Differentiabilitet

-
En vektorfunktion /(1) kaldes differentiabel i %), hvis
koordinatfunktionerne begge er differentiable i f,.

. - X'(fo)
Differentialkvotienten defineres i sa fald som: ,'(f) = w1
Yl
Er en vektorfunktion differentiabel i hele sin definitionsmaengde, siger
vi blot, den er differentiabel.

Den afledede funktion defineres i sa fald som: _r)’(t) = ( Xig )
y

Man differentierer altsa en vektorfunktion ved at differentiere hver
koordinatfunktion for sig.

Der geelder folgende saetning, der keeder vektorregning og differentialregning
sammen:

Seaetning 2: Differentialkvotienten som tangentvektor

For en vektorfunktion _;(t) defineres differenskvotienten i {; som
- -
Co-Tw).
Der geelder, at _,)(t) er differentiabel i f, med differentialkvotient
X (ty) A7
- - - -
') = ( " ),netop nar — = ( r(t - r(to))" r'(t)
y' () At

for t- 1,

Pa figuren er situationen illustreret. En
differenskvotient er en sekantvektor, og det
er illustreret, hvordan disse vektorer
geometrisk nzermer sig en vektor langs
tangenten til banekurven, samtidig med, at

-
de analytisk naermer sig ,’(f,). Dette
begrunder, at vi nedenfor definerer
tangenten i punktet P, ved hjeelp af

N
retningsvektoren ,'(f,).

2D animation - Differentiation af
vektorfunktion (html)

2D animation - Differentiation af Vi antager, at kurven gennemiobes fra P,
vektorfunktion (tns) op til Py, dvs alle tallene ty, t,, ..., t, ... er
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mindre end t,, og derfor er ta//ett—1 -t
n

- -
negativt. Vektoren (t)— (1) er

-
sekantvektoren . Nar tallet ganges
P t P tn

pa, vendes retningen. Dette er illustreret
-

ro - der

- -
med vektorerne reors e

-
naermer sig (1.

Qvelse 6.16

Bevis saetningen, idet vi anvender det saedvanlige afstandsmal i planen.
(Hint: Et tal ganges pa en vektor, ved at gange ind pa koordinaterne.
Derved fremkommer de traditionelle differenskvotienter. Konferer evt med
hjemmesiden [materiale under udarbejdelse], hvor beviset ligger som en
mere udferlig gvelse.)

Qvelse 6.17

a) Bestem den afledede funktion for hver af felgende vektorfunktioner:
- 3t i 3 cos(t)
1) ri(t)= ( ) 2) po() = ( )
i -t re 3 sin(t)
- t - cos(t) - In(t)
3) rslt) = ( ) 4) ()= (
rs t- sin(1) r - 3t+2
b) Tegn banekurverne

c) Veelg nogle parameterveerdier og giv en beskrivelse af beliggenheden af
den afledede vektorfunktion i forhold til banekurven.

Definition: Tangent til en banekurve

= x(1) . .
Lad () = (0 veere en differentiabel
y

vektorfunktion.
-

Hvis ,’(f) # 0 sa kaldes linjen gennem punktet

Py(x(t,), y(t,)) med retningsvektor

= X'(1) :

() = : for banekurvens tangent i
y' (1)

Py

N

r’(t,) kaldes ogsa for tangentvektoren til

banekurven for—; i punktet P,(x(t)), y(1)))-

Ovelse 6.18
Bestem en parameterfremstilling for tangenten til banekurven for

>
vektorfunktionen () i punktet P,.

Definition: Hastighed og acceleration

= x(t) : .
Lad () = . veere en differentiabel
y(t

vektorfunktion.

7(1‘) = 7’(t) kaldes ogsa for vektorfunktionens
hastighedsvektor.

Inden for teorien for vektorfunktioner omfatter
begrebet hastighed altsa bade storrelse og
retning.

Hastighedens storrelse kaldes ogsa for farten:

o = | Tl

- -
a(t) = “(1) kaldes ogsa for vektorfunktionens
accelerationsvektor, eller blot acceleration.
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Eksempel: Vandrette og lodrette tangenter

En vektorfunktion er givet ved:
- 2 _ A
NUES ( to3 ),IER

2 — 4t

Vi gnsker at bestemme, hvor
banekurven evt. har vandrette og
lodrette tangenter.

Vi skaber os et overblik ved at
tegne banekurven.

Her findes en interaktiv udgave af figuren, hvor
man kan styre punktet P's bevaegelse rundt pa
kurven med en skyder:

2D animation - Hastighedsvektoren for en
parameterkurve (html)

2D animation - Hastighedsvektoren for en
parameterkurve (tns)

N
For at undersage tangentens retning, mé vi farst differentiere g (1):

- 2t
'(t)=( ),tEIR
s 3 -4

Tangenten er lodret, n&r dens vandrette udstreekning er nul, dvs. nar x-
koordinatfunktionen er nul:
2t=0

Tangentvektoren er altsa lodret, nar t = 0.

Vi bestemmer punktet ved at indseette i z(t). Vi far punktet
P,(02-3,0°~4 - 0) = Py(-3,0).

Tangentvektorens koordinater er:
-, 2:0 0
s'(0)= ( , ) = ( )
3:0°—-4 -4

Tangenten er vandret, nar dens lodrette udstraekning er nul, dvs. nar y-
koordinatfunktionen er nul:

Vi bestemmer igen punkterne ved at indseette i :(t). Vi far punkterne:
P, 45 =(—1.67,-3.08) og P — 1,15 = (—1.67,3.08)

Tangentvektorernes koordinater er:

- 2,31 - -2,31
S(1,15)=( X )ogs(—1,15)=( . )

Praxis: Vandrette og lodrette tangenter til banekurver

-
Lad ,(f) = ( ng ) veere en differentiabel vektorfunktion med
y

o o
afledet funktion (1) = ( b )

y'(t)
Det undersoges, om banekurven har en vandret tangent ved at lgse

>
ligningen y'(t) =0.
Har ligningen lgsninger, bestemmes raringspunkterne ved at indszette

N
parameterveerdierne i ().
Det undersgges, om banekurven har en lodret tangent ved at lose

o
ligningen ,'(f) = 0.
Har ligningen lgsninger, bestemmes rgringspunkterne ved at indszette

-
parameterveerdierne i ,(i).
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Qvelse 6.19

Vi har givet vektorfunktionen:

5 9-7
r(t)= 113_41 ,tER
4

a) Bestem de punkter, hvori banekurven har lodret og vandret tangent, og
bestem tangentvektorernes koordinatsaet.

b) Tegn banekurven sammen med tangentvektorerne.

Eksempel: Vinkel mellem tangenter i et dobbeltpunkt

t?-3
3 — 4t

- 2t
o= (")
s 3 -4

Banekurven er tegnet i det tidligere eksempel. Vi ser,
at banekurven har et dobbeltpunkt, og bestemmer
dette til Q,(1,0) = Q_,(1,0). Kontroller selv dette. Vi
vil nu bestemme vinklen mellem banekurvens to
tangenter i dobbeltpunktet. Ved vinklen mellem to linjer
forstas altid den spidse vinkel. Vinklen mellem to linjer
bestemmes ud fra vinklen mellem deres
retningsvektorer, og vi kan se, at kurven gennemlabes
pa en sadan made, at dette giver den sagte vinkel.
Farst bestemmer vi tangentvektorerne ved at indseette

>
Vi betragter igen vektorfunktionen ¢ (f) = ( ) med den afledede

funktion

N
parameterveerdierne t = 209 t =2 S’(t):

- 2-(=2) -4
(L))
s 3 (=22 -4 8
- 2.2 (4)

2) = =
5@ (3-22—4) 8

Vinklen © mellem disse to vektorer bestemmes ved den saedvanlige formel:

(-2 2@)
s,(_2)' 3(2) — (—16 + 64) —
(|—s>,(_2)|.|:,(2)|) (V80 - V80)

S3_06
5

O = cos — 1(0,6) = 53,1°

Konklusion: Vinklen mellem vektorerne og dermed vinklen mellem tangenterne
erB=531°.

Begge tangentvektorer er tegnet ind pa banekurven sammen med vinklen
imellem dem.

Qvelse 6.20. Parameterfremstilling og ligning for en tangent

Vi betragter tangenten /, gennem punktet Q,(1,0) og med retningsvektoren

_)r
s’(2).
a) Opskriv en parameterfremstilling for /.

b) Bestem en ligning for /,. (Hint. Bestem en normalvektor til /, ved hjeelp

5
af ¢'(2))

Qvelse 6.21

Vend tilbage til vektorfunktionen i gvelse 6.14.
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a) Bestem dobbeltpunktet.

b) Bestem vinklen mellem tangenterne i dobbeltpunktet.

Qvelse 6.22. Den logaritmiske spiral

Den logaritmiske spiral er banekurven for
vektorfunktionen

N (a-t),
s(f)= ( € Bl ), hvor

el 0. gin(t)
a>0

a) Tegn banekurven, idet du indfarer en
skyder for a.

Den logaritmiske spiral for a = 1—15 .

b) Hvilken betydning har a for banekurvens forlgb?

-
Bestem hastighedsvektoren ¢’(1), og vis, at den kan beskrives ved
A

S=a- o +720.

d) Konstruer stedvektoren og hastighedsvektoren i et variabelt punkt, og
treek punktet rundt pa grafen. Hvad ser du? Hvad sker der, hvis du
treekker i skyderen?

- -
Vis, at vinklen mellem stedvektoren ¢ () og hastighedsvektoren ¢'(f) er
den samme uanset, hvor pa banekurven man befinder sig. (Det var ikke
mindst denne egenskab, der gjorde kurven interessant).

Den logaritmiske spiral blev grundigt studeret af Jacob Bernoulli
(1654-1705) og han enskede sig et billede af hans 'spira mirabilis’, &
den magelese spiral, hugget ind pa sin gravsten. Men
stenhuggeren kendte dbenlyst ikke forskel pa en Archimedes spiral ‘&
og en logaritmisk spiral! Bernouillis motto, der snor sig rundt om
spiralen er Eadem mutata resurgo ("Forandret og dog den samme,
vender jeg tilbage igen")

Qvelse 6.23. Cykloiden

Tegn banekurven for vektorfunktionen _)(t) ~ ( t — sin(f) ) hvor
a) s\ =

1 — cos(t)
t € [-2TT; 4T1]

Banekurven omtalte vi i begyndelsen af afsnit 2, hvor vi fortalte, at den
kaldes en cykloide. Studiet af den spillede en stor rolle i
infinitesimalregningens tidlige ar. Det viser sig fx, at vender man den om og
betragter kurven som en sliske, en kugle kan trille ned ad, s& har vi her
svaret pa et af den type spgrgsmal, man ofte stillede dengang i 16-1700-
tallet: Hvilken kurve vil hurtigst fare en kugle, der kun pavirkes af
tyngdekraften, fra et punkt A til et lavere liggende punkt B? Den korteste vej
er naturligvis den rette linje, men den hurtigste vej er cykloiden!

- -
b) Bestem hastighedsvektoren |, (f) og accelerationsvektoren 5(t) som

funktioner af t.

—
Bestem de tidspunkter, hvor |, (f) = 0, og bestem accelerationen til
disse tidspunkter.

d) Giv en fortolkning af resultatet i c), og kommenter pa baggrund af de
fundne resultater ligheder og forskelle pa differentiabilitet for reelle
funktioner og for vektorfunktioner.
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Opgaver

ning til afsnit 2.

P& hjemmesiden ligger der opgaver i tilknyt



3. Krumning for en banekurve

| afsnit 1.4 diskuterede vi indfarelse af et krumningsbegreb, der generaliserer
vores intuitive opfattelse af cirklers krumning, og som vi dér anvendte i
eftersagningen af en overgangskurve mellem den retlinede bevaegelse og den
cirkuleere. En sadan kurve findes, viste vi. Kurven kaldes en klotoide.

Vi vil nu ga dybere ind i dette, og tage udgangspunkt i den fysiske situation,
hvor en bil skifter retning, fx fordi den gar ind i et sving.

Bilen udsaettes for en centripetalacceleration, og der skal vaere en kraft, der
hindrer udskridning. Denne kraft kommer fra gnidningen mellem daek og
vejbane. Hvis der er meget glat p& vejbanen, kan gnidningen ikke levere den
forngdne kraft, og bilen skrider ud. Med en given fart er det radius i svinget, der
bestemmer starrelsen af centripetalaccelerationen. Gnidningen seetter altsa
greenser for, hvor kraftigt bilen kan svinge. Det samme geelder for vejsving, hvor
radius er fast. Her szetter gnidningen en graense for, hvor hurtigt man kan kere
rundt i svinget. Da gnidningskreefter af denne slags typisk er proportionale med
genstandens masse, betyder det i praksis, at der er en gvre graense for, hvor
stor centripetalaccelerationen ma blive.

Viindfarer nu et krumningsmal ved hjeelp af vektorregning.

Beveegelsen er bestemt af to faktorer — retning og fart. For at fa det klart frem,
skriver vi:

- -

v=V"e

hvor z er en enhedsvektor i beveegelsens retning. Denne enhedsvektor z
rummer altsa informationen om beveegelsens retning, hvor vi er pa vej hen,
mens farten v rummer informationen om, hvor hurtigt vi bevaeger os, dvs. hvor
hurtigt vi kommer frem.

Ved differentiation af hastigheden fas nu accelerationen:

N
d-e_
dt

a5 _d-(v.2)

- v MURCRIVGRING

o=

_dv. ™
=G etv

Her peger det farste led netop i beveegelsens retning.
Det andet led star vinkelret pa bevaegelsen. Det er en simpel konsekvens af at

>
(1) er en enhedsvektor (se evt. afsnit 1.3 for en mere udferlig udregning):

- - - -
1= e(t) e(t):o= 2e(t) : e(t)

Da det andet led star vinkelret pa bevaegelsen, kan vi udtrykke det ved hjeelp af
tveervektoren. Da det er et mal for, hvor meget vi afviger fra den retlinede
bevaegelse, definerer vi kurvens krumning saledes:

Definition: Krumning for en vilkarlig
differentiabel banekurve

Givet en banekurve. Krumningen i et punkt P
er proportionalitetskonstanten k i formlen:
( _,) A En dynamisk version

d el - K-2(1), ligger her:
B <

>
hvor  er en enhedsvektor med samme
retning som tangenten i P, og s er den
gennemlgbne straekning (kurvelzengden).

Krumningscirklen i punktet P er cirklen med

samme tangent i P og med radius bestemt af
1

R

Leeg meerke til, at vi differentierer med hensyn til bueleengden, s& krumningen
afhaenger alene af banekurvens form, og ikke af fx hvor hurtigt vi gennemlgber
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den. Men det betyder ogsé, at formlen er lidt vanskelig at udnytte i praksis. Vi
har jo normalt ikke et simpelt udtryk for buelaengden s. Vi vil derfor udlede en
formel for krumningen, som vi umiddelbart kan regne pa:

Seaetning 3: Formel for krumningen af en banekurve

-
Krumningen for en kurve med parameterfremstillingen (1) er givet
ved:

_X@ -y = y(@) - x'(1)
(X () + (Y (1)?)

3
2

Bevis

Ved brug af reglen for sammensat differentiation fas:

- - A A
-, d- d- ds - -
= e = e.E2=K: sy=v-K-
== 35 at e e
Vi indseetter i formlen for accelerationen:
A
- - -, - N
al)=v(t) g+ v- ()=V()- o(D) + VK- e
A
Vi prikker nu med : for at fjerne farste led.

A A Udnyt, at = - giver
S5 (+20) Tev
a'yv=V Ya g A A

- _ -

v=V""e
5 A ( 5 A ) A Indseet udtrykket for =
a'T/):V' \/(t).e+v2.|(.‘e’ .;’ a

A A AA Udnyt regneregler og prik ind i
- o ( , - o - —))

a y=Vv W g gt VK parentesen

A A
5 A Udnyt, at .09 N er ortogonale
a y=Vv (V- K) e e

enhedsvektorer
A
- 5
K=a'v Isoler K, storrelserne er jo blot
v reelle tal

Hermed er saetningen vist. Det overlades til laeseren at omskrive til den anden
del af formlen.

Grafer for reelle funktioner er ogsa banekurver, som omtalt i et eksempel i afsnit
2.2. Vi far derfor falgende version af seetningen for reelle grafer:

Seetning 4: Krumning for en graf

Hvis en kurve er givet som grafen for en funktion y = f(x), er
krumningen givet ved

-
K=—"1
N1+ rme2)’

Specielt vil der i et stationzert punkt, hvor f'(x) = 0, geelde K = f(x).

Ovelse 6.24. Bevis for sztning 4

Opskriv grafen som en parameterfremstilling. Bevis saetningen ved brug af
formlen i seetning 3.

Nar bevaegelsen er 2-dimensional, kan retningen for beveegelsen identificeres
med en retningsvinkel 6 (i forhold til en fast retning, fx 1. aksen). Vi kan derfor
skrive:



Seaetning 5: Krumningen udtrykt ved retningsvinklen

Krumningen for en kurve i planen er givet ved K = @,
ds

hvor O er vinklen mellem hastighedsvektoren og en fast retning.

Bevis

-

=K

Vi har fra definitionen: d
ds

Vi udregner nu den afledede ud fra formlen (*) og sammenligner:

d';):d cos(e))
ds IS\ gn(@)

_sin(©). d0
d - sin(©) ds Udnyt sammensat
e —
- differentiation
as cos(e) . ﬁ
ds

Udnyt regneregler for vektorer

o | >

d—sze.(-sif'(e) ):de.
ds ds cos(0) ds

Ved at sammenligne med definitionen far vi den enskede formel i seetningen.

Qvelse 6.25. Bevaegelser med konstant krumning er praecis
cirkelbevaegelserne

a) Vis, at hvis bevaegelsen foregar pa en cirkel med radius R, sa er
s=0-R

b) Udnyt seetningen til at vise, at for en cirkel med radius R geelder: K = %?

c) Vis, at hvis der omvendt gaelder, at retningsvinklen er proportional med

bueleengden, dvs. O=k-s saer krumningen konstant, og punktet

beveeger sig pa en cirkel med radius R = ll(

=
. bd

(Hint: Opskriv udtrykket for dd I = ¢, og integrer dette, s& du far et
s

-
udtryk for ,)

P& hjemmesiden [materiale under udarbejdelse] kan du se, hvordan krumning
generaliseres til kurver i rummet.

Opgaver
P& hjemmesiden ligger der opgaver i tilknytning til afsnit 3.



4. Anvendelse af vektorfunktioner

Her kan du laese mere

4.1 Bestemmelse af kurveleengder og

4.2 Areal
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4.2 Areal

Banekurver for vektorfunktioner kan, evt. sammen med koordinatakserne,
afgraense en punktmeaengde M, der har et areal, og dette areal kan man
bestemme ved hjeelp af integralregning. Pa dette link kan du finde en mere
udferlig gennemgang af dette og af beviserne for falgende:

Seetning 7: Areal af et omrade
afgreenset af en banekurve version 1

Antag, at banekurven for

>
vektorfunktionen (1) = (x(?); y(#))
forleber over 1.aksen mellem

punkterne A og B, og at den her kan

betragtes som grafen for en funktion.
Arealet af omradet afgraenset af
kurven, 1.aksen og de lodrette linjer
gennem A og B er da bestemt ved
I,y - x(0dt hvor uer
parameterveerdien hgrende til Aog v
er parametervaerdien horende til B.

Bemeerkning: Parameterveerdien u kan godt veere starre end parametervaerdien
v. Det afheaenger af gennemlgbet af kurven, hvor vi jo godt kan na det hajre
punkt B, far vi nar det venstre punkt A.

Qvelse 6.28

9-£

, med parameterintervallet
%P -4t ) P

N
Betragt vektorfunktionen ,(t) = (
tE€[-10; 10]

a) Tegn banekurven.

b) Vis, at y i parameterintervallet fra t = —4 til t = 0 kan betragtes som en
funktion af x.

c) Bestem arealet af omradet, der ligger i den positive halvplan og
afgreenses af banekurven og 1. aksen.

Metoden i seetningen bygger pa, at y i pageeldende omrade er en funktion af x.
Det er langt fra altid vi er i den situation. Derfor er der udviklet metoder, som
eksempelvis giver mulighed for en direkte beregning af arealet af et omrade,
overstraget af stedvektoren harende til en parameterkurve.

Szetning 8: Areal af et omrade afgreenset af en banekurve version 2

N
Hvis stedvektoren (i) for en
banekurve overstryger et omrade i
positiv omlgbsretning, nar

parameterveerdien Igber fra t, til £,
sa kan arealet af det overstrogne
omrade bestemmes ud fra formlen:

A
= -
%J-(t1)(t2) S ( r(t))dt

Bemaerkning: Gennemlobes omréadet i negativ omlgbsretning kan vi via en
substitution (s = —f) se, at arealet kan bestemmes ved at foretage samme
beregning og tage den numeriske veerdi.

Qvelse 6.29
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2 — 12t

og bestem arealet af det
% + 2t

-
Tegn banekurven for () = (

lukkede omrade.

Qvelse 6.30

a) Beregn arealet af cirklen med parameterfremstilling:

(;)-(

Beregn arealet af ellipsen med parameterfremstilling:

()(

Udnyt seetningen til at vise de generelle formler for areal af cirkler og
ellipser.

3cos(t)
3sin(t)

0=st=2M

5cos(t)
2sin(t)

0O=st=2N

©)




7. Lineaer og kvadratisk programmering (supplerende stof)

Handtering af optimeringsproblemer er et af de store anvendelsesomrader i
matematik. Indtil nu har vi studeret funktioner af én variabel og undersegt lokale
ekstrema ved hjeelp af differentialregning. | dette kapitel seetter vi fokus pa
optimeringsproblemer, hvor der er flere, ofte mange uafhaengige variable i spil.
Det er tilfaeldet for produktionsvirksomheder og for komplekse organisationer
som et militeer i krig. Der er fokus pa situationen med to variable, men vi
forteeller ogsa om de beregningsmaessige udfordringer, man stod overfor, da
man prgvede at generalisere til situationer med mange variable. Foruden lineger
programmering praesenteres ogsa en generalisering heraf,

kvadratisk programmering, og kapitlet indeholder perspektiverende afsnit, hvor
vi studerer andengradskurverne nzermere.

Men vi starter i 2. Verdenskrig, hvor netop logistiske problemer for den
amerikanske heer demonstrerede behovet for nye matematiske metoder.



1. Operationsanalyse: Optimering af linesere problemer med
mange variable

Her kan du laese mere om:

1.1 Matematikken og militeeret i USA under og efter anden verdenskrig ,
1.2 Dantzig og modellen bag den linesere programmering ,

1.3 Dizetproblemet og

1.4 Von Neumann og matematikken bag den linezere programmering .
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1.1 Matematikken og militeeret i USA under og efter anden
verdenskrig

Selv om USA forst blev direkte involveret i anden verdenskrig efter Japans angreb pa Pearl Harbour 7.
december 1941, sa var det i arene forud en udbredt opfattelse, ikke mindst i emigrantkredse, at det matte
komme. Men det politiske establishment var markant imod et direkte engagement, sa mange forberedelser
foregik i det skjulte. Amerikanske forskningsmiljger var steerkt preeget af den massive tilstremning af
videnskabsmaend pa flugt, forst fra Nazi-Tyskland, og siden fra land efter land, som tyskerne besatte. Ved
krigens udbrud i Europa i 1939 etablerede det matematiske samfund i USA The War Preparedness
Committee, og der blev organiseret tilsvarende komiteer blandt ingenigrer og fysikere. Men ingen af disse
var i stand til at overtale militeeret til at inddrage nye teknologiske landvindinger, fx inden for radarteknologi,
og i det hele taget involvere videnskaben i forberedelsen af det uundgaelige. Ikke mindst den indbyrdes
rivalisering mellem heer og flade stod i vejen, men helt generelt var der pa det tidspunkt ringe forstaelse for,
hvad videnskaben kunne bidrage med.

De videnskabelige samfund havde dog en staerk medspiller.
Preesident Roosevelt var lige s& overbevist som de om det
uundgaelige opger, der ventede, og i juni 1940 nedsaettes The
National Defense Research Committee (NDRC) uden om
kongressen og med direkte reference til praesidenten. Komiteen, der
blev ledet af en af MIT's farende forskere, Vannavar Bush, fik sine
egne forskningsmidler, og det lykkedes Bush at udvikle et system,
der pa en gang holdt kongressen uden for indflydelse og indsigt i
omfanget, og samtidig imgdekom forskernes skepsis over at blive
underlagt politisk styring.

Mina Rees tog en ph.d-grad i algebra, men
som kvinde kunne hun ikke fortsaette med
at forske. | stedet blev hun tilknyttet
kvindeseminariet Hunters College i New
York. Under anden verdenskrig arbejdede
Mina Rees med at rekruttere og koordinere
de amerikanske matematikeres indsats —
en opgave hun loste med stor succes.

Forskernes pointe var nemlig, at grundforskning var afgerende, hvis man skulle opna overlegenhed i krigen.
Forskerne blev tilknyttet gennem et kontraktsystem, hvor de blev pa deres respektive universiteter og dér
arbejdede pa aftalte projekter. Det var Big Science, men pa en helt anden made end atombombeprojektet,
hvor tusinder af videnskabsfolk var samlet ét sted, i Los Alamos i New Mexico. Her var det et netveerk af
forskere spredt ud over USA, og det kreevede et stort organisationstalent at holde styr pa det.

I maj 1941 gar Roosevelt i offensiven og etablerer en organisation, Office of Science, Research and
Development (OSRD), der skal samle al forskning i udvikling af nye vabensystemer. Det er uafheengigt af
militeerets organisation og far nu tilfert store midler fra kongressen. | farste omgang er matematikerne ikke
inddraget, og de etablerer derfor deres egen organisation, The Applied Mathematics Panel (AMP), men det
varer dog ikke lzenge, for de inddrages i omrader som kodebrydning, ballistik, udvikling af radarsystemer —
og i operationsanalyse, som er emnet for dette kapitel. Det enorme organisatoriske arbejde med at holde
styr pa disse hundredvis af projekter blev varetaget af Mina Rees (1902-1997).

Den mest beroamte matematiker, der blev tilknyttet denne gruppe, var uden tvivl John von Neumann (1903-
1957), en ungarsk matematiker, der havde sggt tilflugt i USA og arbejdede pa det prestigefyldte Institute of
Advanced Study ved Princeton. Von Neumann blev af mange regnet for sin tids storste matematiker. Det
mest synlige resultat af matematikernes engagement var udviklingen af computeren, hvor von Neumann
bl.a. leverede to af de centrale ideer: dels at opbygge de automatiserede beregninger pa totalssystemet (det
binaere system) og dels det enkle, men revolutionerende princip, at hukommelsen og beregningsomradet
opbygges med de samme programkoder. Mina Rees papegede i en evalueringsrapport lige efter krigen, at
der blev gjort betydelige fremskridt inden for mange omrader af anvendt matematik, og det blev derfor
besluttet at fortseette samarbejdet mellem militaeret og matematikerne efter krigen.

| april 1946 underskrev von Neumann en kontrakt med det
amerikanske militeer om bygning af den farste computer baseret pa
hans idéer beskrevet i First Draft of a Report on the EDVAC i 1945,
hvor EDVAC star for Electronic Discrete Variable Automatic Calculator .
Det kostede lidt under 500000 dollar at udvikle computeren, der havde
en hukommelse pa ca. 5KB og kunne handtere de fire regningsarter —
en vild pris for en simpel regnemaskine, taenker vi i dag!

Von Neumann (th.) var lige som Gauss
ekstremt hurtigt taenkende. Her ses han
foran en af de forste computere EDVAC
fra 1946, som han var med til at udvikle i
arene lige efter anden verdenskrig.

Et andet af de store nye forskningsomréder, der udsprang af anden verdenskrig, var operationsanalyse,
dvs. udvikling af modeller til handtering af komplekse problemer vedrgrende logistik i industrien og militaeret.
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Sadanne logistiske problemer kunne beskrives ved en raekke lineaere ligninger og uligheder, og lasningen
pa et sadant problem skulle findes ved at udarbejde en slags program for, hvilke aktiviteter der skulle
udferes hvornar i forlebet, preecis pa samme made som fx et partitur for en klassisk koncert forteeller, hvilke
musikinstrumenter der skal spille, og hvornar. Omradet, der senere blev debt lineaer programmering af
okonomen Koopmans, skulle vise sig at have anvendelsesmuligheder langt ud over dets udspring i
samarbejdet mellem matematikerne og militaeret under krigen. Hovedkraften i udviklingen af denne nye
matematiske disciplin var George Dantzig (1914-2005).



2. Lineaer programmering i to variable — fglsomhedsanalyse

Handtering af optimeringsproblemer er et af de store anvendelsesomrader inden for differentialregningen.
Det kan vaere problemer af typen: Hvilken rute giver den korteste transporttid? Hvilke dimensioner giver det
mindste materialeforbrug? Eller: Hvilken hastighed giver den mest effektive trafikafvikling? Alt sammen
under nogle bestemte betingelser. Fremgangsmaden i den gren af matematikken er at identificere en
uafhaengig variabel, x, og sa udtrykke eksempelvis materialeforbruget som en funktion f(x) af denne
variabel. Svaret pa optimeringsproblemet findes dernaest ved at differentiere og bestemme lokale ekstrema.

Mange optimeringsproblemer inden for virksomhedsgkonomi eller vedrgrende handtering af logistikken
inden for store organisationer involverer imidlertid ikke én, men et stort antal uafheengige variable. Det
kraever nye matematiske metoder. En vej at ga er her at generalisere differentialregningen til funktioner af
flere variable. Men der findes en anden vej, der populeert sagt er udviklet ud fra "trial and error"-metoder,
dvs. hvor man prgver sig frem med kvalificerede gaet. Disse metoder fik fast grund under fadderne i arene
efter anden verdenskrig, og ikke mindst udviklingen af computere med deres enorme regnekraft gav
muligheder for at udvikle disse metoder til en helt ny gren af matematikken, lineaer programmering.

Vi vil her introducere de grundlaeggende metoder i lineaer programmering, eller LP som man af og til kalder
det, ud fra et eksempel med blot to variable. Et faelles traek ved alle LP-problemer er:

@ De uafhaengige variable er underlagt bestemte betingelser ( begraensninger), som vi repraesenterer
grafisk i et koordinatsystem.

@ Vi onsker at optimere produktion, fortjeneste eller andet og opstiller et funktionsudtryk for dette.
Funktionen er afhaengig af alle de uafheengige variable og kaldes kriteriefunktionen.

@ Anbefalinger af bestemte optimale lgsninger kan ikke altid imedekommes eksakt, sa vi er ogsa
interesseret i, hvor folsom den optimale lgsning er i forhold til sm& udsving pa betingelserne.

Eksempel: Eksamensopgave hhx, A-niveau

Virksomheden Gern Glas A/S producerer planglas og spejle til bl.a.
meabelindustrien. Produktionen foregar i tre processer: slibning,
hezerdning og boring.

Til et planglas bruges 10 minutter til slibning, 20 minutter til haerdning
og 4 minutter til boring.

Til et spejl bruges 20 minutter til slibning, 15 minutter til heerdning og
2 minutter til boring.

Til slibning er der 350 minutter til radighed pr. dag, til heerdning er der
300 minutter til radighed pr. dag, og til boring er der 56 minutter til
radighed pr. dag.

Lad x angive antal planglas pr. dag, og lad y angive antal spejle pr.
dag.

Begraensningerne definerer folgende polygonomrade (se tegningen
til venstre).

Det samlede deekningsbidrag pr. dag bestemmes ved funktionen
f(x, y) = 30x + 20y

a) Bestem det antal planglas og det antal spejle, der skal produceres pr. dag for at opna det starst mulige
samlede daekningsbidrag pr. dag.

b) Bestem, inden for hvilket interval daekningsbidraget pr. spejl kan variere, sa f stadigvaek antager sin
starsteveerdi i punktet bestemt i spargsmal a).

Lasning

For at kunne overskue problemet gennemfares en matematisk modellering, hvor vi som saedvanligt indferer
relevante variable og beskriver variabelsammenhaengene ved funktioner. | eksemplet praesenteres vi
saledes for to uafheaengige variable x og y, der repreesenterer den daglige produktion af antal planglas
henholdsvis antal spejle, samt den afhaengige variabel z, der repraesenterer deekningsbidraget pr. dag. |
opgaveteksten er deskningsbidraget pr. dag oplyst via sin funktionsforskrift z = f(x, y). Opgaven er nu delt i
to dele: en optimeringsdel (a) og en falsomhedsanalyse (b).
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2.3 Simpleksmetoden

Som vi har set, er det forholdsvis nemt at gennemfare en lineser programmering
i to variable ved hjeelp af grafiske metoder. Det er heller ikke s& sveert at udvide
teknikken til tre variable med statte i et 3-dimensionalt graftegneprogram.
Detaljerne finder du pa hiemmesiden [materiale under udarbejdelse]. Men
herefter bliver det sveert at finde lgsninger ved rent grafiske metoder. |
princippet skulle det ellers vaere simpelt at lgse et vilkarligt linegert
programmeringsproblem. Betingelserne i form af uligheder, som i planen gav
linjer, der afgreenser halvplaner, giver i det n-dimensionale rum hyperplaner, der
afgreenser halvrum. Skeeringen mellem linjerne i planen afgreenser en polygon.
Skeeringen mellem hyperplanerne afgraenser tilsvarende en figur, vi kalder for
en polytop. Med n variable svarer de mulige tilstande altid til en n-dimensional
polytop, og kriteriefunktionen antager typisk sit maksimum i et af
hjernepunkterne for polytopen. Hjgrnepunkterne finder man ved at udveelge n
begreensningsfunktioner og lese det tilharende linezere ligningssystem med n
ligninger og n ubekendte. Ved at regne alle de potentielle hjgrnepunkter
igennem, kan vi derefter bare kontrollere dem ét for ét: Opfylder de
begraensningerne, og hvad er kriteriefunktionens veerdi? Efter at have udskilt
hjernepunkter, der rent faktisk tilharer polytopen, vaelger vi det hjgrnepunkt, der
har sterst/mindst mulig vaerdi for kriteriefunktionen.

Problemet er bare, at antallet af potentielle hjernepunkter hurtigt bliver ¥
astronomisk stort! Et moderat linezert programmeringsproblem kan
sagtens omfatte fx 10 variable og 100 begraensninger. | et realistisk
lineaert programmeringsproblem kan antallet af variable nemt lgbe op i
flere hundrede og antallet af begraensninger i mange tusinde. Forestil
dig fx, at du skal tilretteleegge en bemandingsplan for piloter og
kabinepersonale i SAS under hensyntagen til alle arbejdstidsreglerne.
Men tilbage til det moderate eksempel: | planen skeerer vi to linjer af
gangen, det giver hver gang et potentielt hjgrnepunkt. | det 3-
dimensionale rum skaerer vi tre planer og far et punkt. Det skyldes, at  startpunkt: Ved skeering mellem
der normalt er én lgsning til tre ligninger med tre ubekendte. Sa hvert  kant 1 og 2 findes det potentielle

valg af 3 planer giver et potentielt hjgrnepunkt. Er der 10 variable, vil hjgmepunkt P,, der ligger uden for
skeeringen af 10 hyperplaner tilsvarende normalt give ét punkt. Sa hvert polytopen.
valg af 10 ligninger med 10 ubekendte giver et potentielt hjgrnepunkt.

P& hvor mange méader kan man vaelge 10 ligninger ud af 100? Det er

givet ved K(100,10), jfr. B-bogen kapitel 9, afsnit 2.4. Men K(100,10) er

et tal storre end 17 billioner. Dvs. at der er over 17 billioner forskellige
kombinationer af 10 ligninger med 10 ubekendte. Selv med moderne
supercomputere er det en formidabel udfordring! Vi skal altsa finde en

mere systematisk metode til at lase problemet. Det er her

simpleksmetoden kommer pa banen. En polytop kaldes ogsa for et

simpleks — heraf navnet.

| simpleksmetodens forste fase starter vi fra et potentielt hjgrnepunkt,
der findes ved tilfeeldigt at vaelge 10 ligninger. Det opfylder normalt ikke
de gvrige begreensninger, men vi kan via en forholdsvis simpel
algoritme finde de 900 nabopunkter, der fremkommer ved systematisk
at udskifte netop en af begreensningsfunktionerne fra det oprindelige
hjernepunkt med en af de gvrige begraensningsfunktioner. Hver af de
10 kantlinjer kan altsa erstattes med en af de resterende 90 kantlinjer.
Vi gar sa nabopunkterne igennem efter tur, indtil vi finder ét, der er
teettere pa at opfylde begreensningerne, dvs. ligger teettere pa *
polytopen. Vi skifter nu til dette nabopunkt og gentager proceduren
med at rykke teettere og teettere pa polytopen, indtil vi endelig rammer
et hjarnepunkt for polytopen. Herefter forlader vi ikke polytopen igen!

-

I

Fase 1: Ved at beveege os ad kant
2 og kant 3 nar vi frem til et
egentligt hjgrnepunkt Py, som
ligger pa polytopen.

| simpleksmetodens anden fase finder vi nu systematisk alle ¥
nabopunkterne pa polytopen og skifter til et nabopunkt, sa snart
kriteriefunktionen vokser (aftager). Saledes fortsaetter vi, til vi ikke
leengere kan forbedre kriteriefunktionen for det fundne hjgrnepunkt.
Det sidste hjgrnepunkt er da den sggte lgsning.

Typisk bruger vi ca. halvdelen af iterationerne pa at finde ind til
polytopen og resten til at finde det optimale hjgrnepunkt. Du kan laese
mere om simpleksmetoden pa hjemmesiden [materiale under

udarbejdelse]. Fase 2: Endelig finder vi
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hjgrnepunktet Py, med den
hojeste veerdi for kriteriefunktionen
ved at beveege os videre langs
kanten 3.



3.2 Diskriminanten for et andengradspolynomium i to variable

e z=fixy) z= X — x- y Yikaprunddrspdg uddeendet af den generelle paraboloide meget simpelt ved at

{ skeere den med en lodret plan. Forst ser vi pa grafen, nar vi indskraenker
funktionen fra to variable til kun at veere en funktion af en enkelt variabel.
Det sker ved at holde y fast, idet vi fx kan seette y = —1. Vi ser da, at snitkurven i
begge tilfeelde mistaenkeligt ligner en parabel.

G Det er ikke sa overraskende, for indseetter (substituerer) vi y = —1 i forskrifterne
for andengradspolynomierne, fas netop to andengradspolynomier i x:

. fi_y x) = f(x, —1)
iy Z="2‘3X'Y+é')’$‘—_2§2+—4¥-*111)+2-(—1)2—2x+4-(—1)+1
=x2—x—1

09

g—(x¥) = glx, =1)

¥e-t =X =3 x-(—1)+2 (=1 =2x+4-(—1) +1
=xX+x—1
z=X—Xy+2 Y —2x+4y+1
y=—1 Men teknikken kan udvides til at undersgge skaeringen mellem en generel

paraboloide og en vilkarlig lodret plan. For enkelhedens skyld ser vi pa en lodret
plan, der ikke star vinkelret pa x-aksen, sa vi kan opfatte snitkurven som grafen
for en funktion af x. Snitplanen har da en ligning pa formen

y=k-x+gq

Indseettes det i den generelle ligning for en paraboloide fas
eobn z=xX-3x-y+2 -y —2x+4y+1
y=-1 z=f(x, k- x+q)
=a- +bx-(k-x+tq+c-(k-x+g?+d x+e (k-x+q +f

= =(a+b-k+c-K)- x>+ (b-g+2c-k-q+d+e -k x+(c-f+e-qg+f)

Det er et andengradspolynomium i x, safremt andengradskoefficienten ikke er
nul. Men andengradskoefficienten

Ak)=a+b-k+c- K
er selv et andengradspolynomium i k!
| tilfeldet A(k) = 0 er snitfladen ikke en parabel, men en ret linje.
Andengradspolynomiet A(k) har diskriminanten
D=t -4-a-c

Vi vil ogsa kalde denne starrelse for diskriminanten til andengradspolynomiet
f(x, y) i to variable. Den afger, hvorvidt der er to, en eller ingen veerdier af k, der
giver en ret linje som snitkurve.

3D animation - Snitkurver mellem paraboloider og lodrette planer (html)
3D animation - Snitkurver mellem paraboloider og lodrette planer (ins)

Vi har altsa vist, at problemet, om der
gennem et givet grafpunkt findes rette linjer
indeholdt i grafen, svarer til at lose en
andengradsligning med diskriminanten

D= b*—4 - a- c, der er den samme for alle
grafpunkter. Det er derfor paraboloiderne
optreeder i tre typer: Dem der ingen rette
linjer indeholder (pa samme made som en
kugle), dem der indeholder netop én ret linje
gennem hvert grafpunkt (pa samme made
som en cylinder), og dem der indeholder
netop to rette linjer gennem hvert grafpunkt
(p& samme made som hyperboloiden pa
billedet).
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Seaetning 2: Struktursaetningen for andengradspolynomier i to variable

Til ethvert andengradspolynomium
f(xX)=a-x2+b-x-y+ c-yz+ d-x+e-y+f, hvor (a, b, c) #(0,0,0),
er tilknyttet en diskriminant D= b’-4-a-c. Fortegnet for diskriminanten
afger, hvilken type paraboloide der er tale om.

D<0
Ikke-retlinjet flade

4

Elliptisk paraboloide.
Alle lodrette snit er
parabler, der vender
samme vej. Hvis de
vender opad er
paraboloiden glad
(opad hul, konveks).
Hvis de vender nedad
er paraboloiden sur
(nedad hul, konkav). |
begge tilfelde har
parablen et toppunkt.
Den elliptiske
paraboloide indeholder
ingen rette linjer.

D=0
Enkelt retlinjet flade

Parabolsk cylinder.
Gennem hvert punkt pa
fladen gar der netop én
ret linje, fladens
frembringer. Alle
frembringerne er
parallelle. Hvis de er
vandrette er den
parabolske
cylinderflade vandret —
tilsvarende for skra og
lodrette. Alle lodrette
shit bortset fra
frembringerne er
parabler, der vender
samme ve;j.

D>0
Dobbeltretlinjet flade

Hyperbolsk
paraboloide.

Gennem hvert punkt pa
fladen gar der netop to
rette linjer, fladens
frembringere. Der
findes netop et punkt
pa fladen, hvor begge
frembringere er
vandrette —
saddelpunktet. Alle
lodrette snit bortset fra
frembringerne er
parabler, men de kan
pege bade opad og
nedad.

P& hjemmesiden [materiale under udarbejdelse] er der et projekt, hvor du kan
dykke ned i detaljerne bag beviset for struktursaetningen.
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4.1 Det optimale punkt ligger inden for polygonomradet

Denne gang er fokus pa kriteriefunktionen. Den samlede omsaetning er summen af
afsaetningerne for de to varer A og B. Den samlede omszetning er derfor givet ved

(x-25] ;:rsof B

=1

257 .soF
(25,50)

M250)

(0.0) (50,00

2D animation -
Kvadratisk
programmering I: Det
optimale punkt inde i
polygonomradet (html)

2D animation -
Kvadratisk
programmering |: Det
optimale punkt inde i
polygonomradet (tns)

O(x, y) = x"p(x) + y - qly)

Indseettes udtrykkene for priserne pr. enhed fas som gnsket i det
forste spargsmal

O(x, y) = x-(=0,4x + 20) + y - (—=0,1y + 10)
=-04-X¥+20-x—01-)2+10-y

Der er altsa tale om et andengradspolynomium i to variable.

Dermed har vi styr pa det forste spargsmal.

Dernaest skal vi have styr pa polygonomradet

(begreensningsomradet), der er fastlagt ved de to dobbeltuligheder
0<x<50,0<y<100

Der er altsa tale om et rektangel med bredde 50 og hgjde 100. Vi

har nu ogsa faet styr pa mulighedsomradet.

Vi har tidligere fundet den kvadratiske omseetningsfunktion:
Olx,y)==0,4-X¥+20-x=0,1-y*+10-y

Det er denne funktion, vi skal maksimere i polygonomradet, sa vi

ser pa nogle niveaukurver, i forste omgang niveaukurven N(250),

der altsa har ligningen

—0,4- X2 +20-x—0,1-y*+ 10y =250

Udfarer vi en kvadratkomplettering af omsaetningsfunktionen —
gerne med veerktgjsprogram — fas

Compl eteSquare(O(x, y), x, y) » 500 — 2-(

x—25)° _ (y—50)
5 10

Det viser for det forste, at omseetningsfunktionen har toppunkt i
punktet (x, y) = (25,50) med omsaetningen 500 (hvor det sa bliver
afgerende, at toppunktet ligger inden for polygonomradet!).

For det andet viser det, at niveaukurven er en ellipse med ligningen

500 — 2-(x=25)* _ (y=50)° _ pg5q o, (x=25)° | (y—50)*_ 4
5 10 625 2500

dvs. ellipsen har centrum i (25,50) — der ligger midt i
polygonomradet — samt storakse 2500 = 50 (langs y-aksen!) og
lilleakse 625 = 25 (langs x-aksen). Grafen for ellipsen tegnes ind i
polygonomradet, og vi er igennem det andet spargsmal. Faktisk
kan vi som vist lige sa godt tegne en dynamisk niveaukurve

O(x, y) = k ved hjeelp af en skyder k, der fx kan labe fra 200 til 500
i trin af 10. Vi benytter da kvadratkompletteringen til at vise, at den
generelle niveaukurve er en ellipse med centrum i (25,50) og
halvakser

a='\/g-(500—k) og b=10" (500 — k)

Vi ser da, at niveaukurverne treekker sig sammen omkring deres
centrum, og at de tilsyneladende forsvinder, nar k nar veerdien 500.
Vi ser ogsa, at centrum for ellipserne ligger inde i polygonomradet.

Konklusion: Omsaetningen har maksimum i det feelles centrum
x =25 0g y = 50, dvs. den optimale produktion er givet ved 25
enheder af vare A og 50 enheder af vare B. Den tilhgrende
maksimale omszetning er givet ved O = (25,50) = 500.
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8. Anden ordens differentialligninger (supplerende stof)

| en farste ordens differentialligning formuleres en betingelse pa den afledede
funktion, dvs. differentialligningen udtaler sig om vaeksthastigheden f'(x) for en
funktion f(x). Den farste og mest enkle differentialligning, som vi undersagte i
kapitel 4, var ligningen y’ = k - y. Vi beviste, at den fuldsteendige lasning til
denne differentialligning er funktionerne med forskrift y = ¢ - €*, hvor ¢ er en
konstant.

| en anden ordens differentialligning formuleres en betingelse pa den anden
afledede. Den mest enkle anden ordens differentialligning er y” = k - y. Men her
udviser lgsningernedramatiske forskelle, alt afheengig af om
proportionalitetskonstanten k er positiv eller negativ. | det ene tilfeelde er
lasningen en kombination af eksponential-funktioner, i det andet en kombination
af trigonometriske funktioner.

Vi tager fat et helt andet sted med en forteelling om anvendelsen af systemer af
koblede differentialligninger til at analysere nogle af krigshistoriens sterste slag.
Koblede differentialligninger er nzert beslaegtede med anden og hojere ordens
differentialligninger.



2. Introduktion til anden ordens differentialligninger
Newtons anden lov, der i kort form udtrykker:
Kraft = masse - acceleration

er en universel lov, som man antager, geelder ikke alene for alle feenomener,
men ogsa alle steder i universet og til alle tider — bortset fra nede i kvanteverden
og i relativitetsteorierne, dvs. for meget store hastigheder eller meget staerke
tyngdefelter. Men antagelsen af, at det inden for rammerne af den klassiske
mekanik er en universel lov, bliver bekraeftet uafbrudt, bade af astronomiske
observationer og gennem praktisk teknologisk udnyttelse af den sammenhaeng,
der kan udtrykkes i formelsprog séledes:

F=m-a,

hvor m er legemets masse, F er den samlede kraft, der virker pA massen og a
er legemets acceleration.

Acceleration maler zendring i hastighed, v(t) pr. tidsenhed, og hastigheden
maler andring i vejstraekning y(f) pr. tidsenhed, hvis der er tale om fysisk
beveegelse. Andring pr. tidsenhed er grafisk lig med tangenthzeldningen og
symbolsk lig med differentialkvotienten. Sa accelerationen er den afledede
funktion af hastigheden, og dermed den anden afledede af y(t). Derfor er det
ikke overraskende, at den matematiske beskrivelse af fysiske systemer ofte
forer til anden ordens differentialligninger, dvs. differentialligninger, hvor den 2.
afledede af den sggte funktion indgar (og der indgar ikke hgjere afledede).

P—"

; '_-.-‘:ﬂ- Anden ordens differentialligninger er i spil, nar man

r | skal beskrive systemer, der svinger som fjedre,
- penduler, bglger, vekselstram og jordskaelv. Men
anvendelserne er ikke begraenset til sddanne
systemer, der umiddelbart fremtraeder dynamiske.
Ogsa i ingenigrers konstruktioner af haengebroer og i
arkitekters design af de mest optimale
buekonstruktioner ligger disse differentialligninger

emt.

Golden Gate broen udspaendt over San Francisco-bugten er
et af verdens mest kendlte ikoner. Da Golden Gate blev
bygget var den verdens laengste haengebro.


/sites/lru.dk/files/lru/hem_a_364_a.jpg

2.1 Numerisk analyse og kvalitativ analyse af anden ordens
differentialligninger

De fleste veerktojsprogrammer kan lose simple anden ordens
differentialligninger, med kommandoer, der er naert besleegtede med dem, vi
anvender ved forste ordens. Den veesentligste forskel er, at lasningen til anden
ordens differentialligninger indeholder to konstanter. Derfor skal vi have to
oplysninger for at bestemme den partikulzaere lgsning. Disse to oplysninger kan
bade veere to punkter, som grafen gar igennem, eller veere et punkt og en
heeldning. Det illustreres undervejs i kapitlet.

Den kvalitative analyse af anden ordens differentialligninger viser iseer sin
styrke, nar vi betragter de besleegtede koblede differentialligninger, hvorfor vi
forst tager det op i afsnit 5.



3. Analytisk lgsning af anden ordens differentialligninger

Anden ordens differentialligninger er ofte umulige at lese eksakt. Men en
betydningsfuld klasse af anden ordens differentialligninger kan vi behandle
analytisk, nemlig de sakaldte linezere anden ordens differentialligninger. Vi vil i
dette afsnit se pa 2. ordens differentialligninger med konstante koefficienter,
dvs. typerne:

ay +b-y+c-y=0 Type 1: Den homogene ligning
ay'+b-y+c-y=f(t) Type2:Den inhomogene ligning

hvor a, b og c er konstanter, a # 0, og hvor den uafhaengige variabel kaldes t.
Det karakteristiske ved linezere ligninger er, at funktionen og dens afledede
hverken indgar med potenser eller i sammensatte funktioner af typen sin(y) eller
In(y).

Ovelse 8.5. Begrundelse for betegnelsen linezere differentialligninger

Antag, at y og z begge er lgsninger til den homogene ligning, og ¢, og ¢, er
konstanter. Vis, at sa er linearkombinationen ¢, - y + ¢, - z, 0ogsa en lgsning
til denne ligning.

Inhomogene ligninger er teoretisk set ikke vaesentligt sveerere at fa styr pa end
de homogene; men i praksis er de det ofte. Vi vil i farste omgang koncentrere
os om de homogene ligninger. Vi laser den homogene ligning ved at ga
gennem nogle trin, der dels treener teknikken, men som ogsa er vigtige
differentialligninger hver for sig. Beviserne i det falgende er helt parallelle til de
beviser, vi gennemferte, da vi undersagte forste ordens differentialligninger.
Som dengang far vi undervejs bla. brug for kendskab til:

@ produktreglen for differentiation (seetning 7 i kapitel 2)

@ reglen for sammensat differentiation (saetning 5 i kapitel 2)

@ monotonisaetningen (saetning 13 i kapitel 2)

@ formlen for lgsning af den generelle linezere 1. ordens differentialligning
(seetning 4 i kapitel 4).

Farst undersgger vi den homogene ligning, hvor der ikke er noget led med y’,

dvs. ligninger af typen:

y'+cy=0
Det viser sig, at lasningerne er vidt forskellige, alt afheengig af fortegnet pa
koefficienten til y. For at markere denne forskel og for at gare udregningerne en

smule enklere, er der tradition for at skrive de to versioner saledes:

y =k -yogy =—k -y, hvor k er et positivt tal.



Anvendelser. Mekaniske svingninger 2: Frie deempede
fiedersvingninger

Der er naturligvis ingen fieder, der er friktionslos. Streekker man en fjeder og
slipper den, vil den pa et tidspunkt igen finde hvile. Det skyldes, at der er en
indre gnidningskraft, der er proportional med hastigheden x'(f). Dvs. der findes
en konstant b, sa:

F —b- X (t)

gnidning =

Differentialligningen i afsnit 3.2 for den frie udeempede svingning bliver derfor
justeret til:

m-x"(t) = —=b- x(t) — k- x(t), eller:
m-xX"()+b-x(t)+k-x(t) =0 (*)
Bevzaegelsesligningen for deempede svingninger kan derfor skrives saledes:

XO+L2 xm+X xpn=0 *
m m

Qvelse 8.22

a) Opskriv det karakteristiske polynomium for (**), og vis, at dette
polynomium har samme rgdder som:

p(x)=m-xX*+b-x+k
b) Vis, at diskriminanten heri er

d=0—4-m-k

Bemeerk: Alle konstanter er positive.

Taleksempler for de tre forskellige situationer og lgsninger

| det falgende vil vi undersgge de tre tilfaelde bestemt af fortegnet for d. Vi
regner symbolsk og giver en raekke taleksempler (hvor enhederne er i det
almindelige Sl-system). Her kan du finde animationer i tilknytning til de tre
tilfeelde:

2D animation - Den linezere anden ordens differentialligning (html)

2D animation - Den linezere anden ordens differentialligning (tns)

Ovelse 2.23. Tilfeelde 1: d > 0. "Overdaempning”

a) Polynomiet har to reelle redder, x; og x,. Opskriv lgsningsformlerne for
disse.

b) Argumenter for, at begge redder er negative.
(Hint: Se pa grafens forlab. Eller vis Vd < b)

c) Den fuldsteendige lasning er alle funktioner med forskrift:
y=c, € "+c, %

Giv en beskrivelse af det grafiske forleb. Hvorfor tror du, dette kaldes for
overdaempning?

d) Opskriv lasningen med falgende parameterveerdier og
begyndelsesbetingelser: m=2, b=10, k=8, y(0) =1, y = 7.

Tegn grafen. Kan du give en forklaring pa, hvad der kan forarsage at
"svingningen" udvikler sig sadan?

Ovelse 8.24. Tilfaelde 2: d = 0. "Kritisk deempning"

a) Polynomiet har en dobbeltrod, x,. Opskriv lzsningsformlen for denne.

b) Den fuldstaendige lasning er alle funktioner med forskrift:


http://gymportalen.dk/Gymportalen_dk/hvadermatematik_A/Kap. 6-9/Figur side 379.html
http://gymportalen.dk/Gymportalen_dk/hvadermatematik_A/Kap. 6-9/Figur side 379.tns

I L o ol
yi=cy:el® f ¢, tle

c) Opskriv lgsningen med falgende parameterveerdier og
begyndelsesbetingelser:

1) m=1,b=6,k=9,y(0)=3,y =4
2) m=1,b=6,k=9, y(0)=3, y =-20

d) Tegn graferne.

e) Bestem evt. lokale ekstrema og monotoniforhold. Giv en beskrivelse af
det grafiske forlgb. Hvorfor tror du, dette kaldes for kritisk deempning.
Kan du give en forklaring pa, hvad der kan forarsage, at "svingningen"
udvikler sig sadan?

Gvelse 8.25. Tilfeelde 3: d < 0. "Daempet svingning"”

a) | dette tilfeelde, hvor polynomiet ikke har nogen reelle rodder, udregnes

\/4 rac—
2-a

forst tallet w = v’ fra formlen. Tallene a, b og c er her

koefficienter i det karakteristiske polynomium. Vis:

k- &

m  4-nP

b) Vis, at den fuldstaendige lgsning er lig med maengden af alle funktioner,
der kan skrives pa formen

b
—_—t
y=e 2-m -(c -cos(w-t)+c, sin(w-1))

c) Vis, at med folgende parameterveerdier og begyndelsesbetingelser:
m=10, b=6, k= 26,5, y(0) = 3, y(0) = 7,1, bliver lgsningen:
f()=e"""(3-cos(1,6 1) +5-sin(1,6 - 1)

| praksisboksen knyttet til afsnit 3.2 viste vi,
hvorledes et udtryk som

y=3-cos(1,6-t) +5-sin
Daempet svingning kan skrives som én harmonisk svingning:
y=A-cos(1,6-t+ @)
hvor amplitude A = \/3Z + 52, dvs. at amplituden her er A = 5,83
d) Tegn grafen for funktionen f(t) og for de to funktioner:
g+ ()=583-e%togg—(t)=—583 23!
i samme koordinatsystem.

e) Giv en beskrivelse af det grafiske forleb. Hvorfor tror du, dette kaldes for
en daempet svingning?

Vi har gennemgéet de tre lgsningstilfaelde for deempede fjedersvingninger i stor
detalje i det foregaende, fordi disse situationer viser sig at veere meget
besleegtet med andre faenomener som mekaniske svingninger af en bro eller et
hajhus eller som elektriske svingninger. Elektriske svingninger behandler vi i et
projekt pa hiemmesiden [materiale under udarbejdelse]. De mekaniske
svingninger vil vi arbejde videre med og efter neeste afsnit undersege, hvad der
sker, nar en genstand med et bestemt eget svingningsmanster bliver patrykt en
harmonisk svingning udefra i form af et jordskeelvs pludselige bevaegelse af
grunden under et hgjhus eller mange menneskers taktfaste marcheren over en
bro.

Vi sammenfatter derfor erfaringerne fra tilfeelde 3 i folgende

Praxis: Deempede svingninger og egensvingninger
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Et mekanisk system, der kan beskrives ved bevaegelsesligningen

m- x'(1) + b+ X (1) + k- x(1) = 0 kaldes en deempet svingning, nar
diskriminanten i det karakteristiske polynomium er negativ. Lasningen
til bevaegelsesligningen er da produktet af en aftagende
eksponentialfunktion og en harmonisk svingning:

z=c, cos(w* 1) + c,* sin(w- 1) = \/012 + ¢, " cos(w - t+ @),

med frekvens: v = . \/ﬁ -t og svingningstid:

2T 2T Ym 4 P

Denne frekvens kaldes for systemets egenfrekvens.




4. Anvendelser

Her kan du laese mere om:

4.1 Det matematiske pendul og

4.2 Tvungne svingninger og resonans: Da Millennium Bridge gik i selvsving


/19543
/19544

4.1 Det matematiske pendul

Et lod er opheengt i en masselas snor, dvs. al masse er koncentreret i
loddet. Dette kaldes et matematisk pendul. Snoren holdes stramt, og !
loddet treekkes ud, sa snoren danner en vinkel med lodret pa 6 ,

I
hvorefter det slippes. ! L
I
I
a) Argumenter ud fra illustrationen for, at der geelder: =0 .| !
| T
b) Argumenter for, at der geelder: :
I m
i 5
vy = 9 : N
dt —m g - sin(f) rE
\\
¢) Tyngdekraften med starrelsen m - g kan betragtes som en sum af %
to vektorer: En der folger snorens retning, og en der star vinkelret -
==m
pa. Kraften i snorens retning ophzeves af den modsatrettede g g

snor-kraft T (Tension), sa den resulterende kraft, der far loddet til
at svinge, er kraften vinkelret pa. Vis ud fra illustrationen, at
denne har starrelsen:

m-g- sin(e)
d) Vis nu, at pendulloddets bevaegelsesligning er:

0 = —% . sin(e),

hvor L er snores leengde og g er tyngdeaccelerationen, der ved

vandoverfladen er ca. 9,8 22
S

Bemeerk: Allerede nu ser vi, at beveegelsesligningen bliver
uafhaengig af loddets
masse.

e) Hvis pendulets maksimale udsving er forholdsuvis lille, s& er
sin(e) = 9, og ligningen forenkles til

6"=—%-9

Antag, at pendullzengden er 1,2 m. Opskriv den fuldsteendige
lgsning.

f)  Loddets maksimale udsving til tiden ¢ = 0 er 0,2 radianer. Hvilke
begyndelsesbetingelser giver det? Bestem en forskrift for 6.

g) Bestem svingningstiden.
(Hint: Sla evt. op i C-bogens kapitel 5 om potensmodeller, hvor
der er gvelser om penduler, eller i B-bogens kapitel 7 om
trigonometriske funktioner, hvor der er et afsnit om harmoniske
svingninger).

h) Find evt. via linket her en filmstrimmel med Foucaults pendul.
Foucaults pendul er ophzengt fra toppen af Pantheon bygningen i
Paris. Bestem pendulets lzengde.

(Hint: Bestem svingningstiden ud fra filmen).

i) Hvad var Foucaults hensigt med at ophaenge dette pendul?
Undersgg historien, og giv en fremstilling heraf.



/sites/lru.dk/files/lru/hem_a_383_a.png
/sites/lru.dk/files/lru/hem_a_383_b.png
http://gymportalen.dk/sites/lru.dk/files/lru/docs/N139_Hjemmesidehenvisning_foucaults_pendul.docx

4.2 Tvungne svingninger og resonans: Da Millennium Bridge gik i
selvsving

Jordskeelv udlgses, nar de tektoniske plader, som kontinenterne ligger pa, pludselig forskydes i forhold til
hinanden. Derved udlgses en spaending, der er bygget op gennem laengere tid, og der udlgses en voldsom
energi, som forplanter sig dels gennem jordskorpens yderste lag, dels ned gennem jordens indre.
Arsagerne til, at pladerne bevaeger sig, er stremninger i de flydende klippemasser, der befinder sig dybere
nede. Energien fra jordskeelvet transporteres bort via lodrette og vandrette balger, og nar balgerne rammer
et omrade med bygninger som huse og broer, szettes disse i svingninger. | omrader, der ofte rammes af
jordskeelv, sgger man at minimere skaderne ved at jordskaelvssikre bygningerne. Er bygninger ikke
konstrueret korrekt, kan selv sma svingninger udlase katastrofer. Det skyldes, at enhver bygning ogsa har
sin egen svingningsfrekvens, sin egensvingning, og hvis denne kommer i resonans med jordskeelvets
svingning, kan der ske dramatiske ting. | sddanne omrader ved man, at der bade er lodrette og vandrette
svingninger.

Sadanne faenomener er imidlertid ikke begraenset til situationer med
- jordskaelv. Gennem arhundreder er et stort antal broer styrtet sammen
A uden sadanne voldsomme ydre pavirkninger. Nar en
havarikommission ikke har kunnet finde arsagerne, har man ofte givet
forklaringer som at "der ma have veeret en treethed i materialerne”.
Men det er ogsé helt nye broer, der er kollapset.

Millennium Bridge over Themsen i London abnede juni 2000, og pa
selve dbningsdagen ville tusinder og atter tusinder prove at ga over

Millennium Bridge i London. Den var
forst designet til at klare svingninger i det den nye bro. Ingenigrer havde konstrueret broen, sa dens lodrette

lodrette plan, dvs. i 2D. Problemerne

opstod med de vandrette svingninger. egensvingninger ikke kom i resonans med de svingninger, der kunne

komme fra de mange fodgaengeres gang. Men de havde ikke
undersggt broens vandrette egensvingninger, og det viste sig, at
allerede da der var nogle fa hundrede personer ude pa broen, opstod
der nogle minimale vandrette svingninger. Folk oplevede det som at
veere pa et skibsdeek, og de begyndte at ga, som man ger dér, med lidt
skra afseet for hvert skridt. Og det forsteerkede de vandrette
svingninger ganske voldsomt, som man kan se pa film fra
abningsdagen. Du kan her finde links til materialer og film fra &bningen
af Millennium Bridge og ogsa om Tacoma sammenbruddet og andet.

gs )

Det mest spektakulaere bro-kollaps skete
i 1940, hvor Tacoma Bridge blev pavirket
af en vedvarende blaest, der langsomt
satte brobanen i svingninger, indtil det
pludselig lob lobsk og broen styrtede
sammen.

Vi vil nu analysere, hvad der kan forarsage sadanne brokollaps, ved at bygge videre pa vores undersggelse
af mekaniske svingninger. Antag, at en bestemt genstands frie deempede svingning patrykkes en ydre kraft
F(t), der ikke er konstant, men har karakter af en rytmisk eller periodisk pavirkning, der kan modelleres med
en harmonisk svingning af typen E () = E, - cos(w - t). S& bliver bevaegelsesligningen for systemet en
inhomogen anden ordens differentialligning:

m:- X"(t) + b X’(f) + k- X(t) = E1 . COS(OJ . t) (***)

Her er m broens veegt, k er fijederkonstanten i broen og b er den indre gnidningskoefficient, der heemmer og
forhabentlig hurtigt deemper alle svingninger. Lasningen til en differentialligning som (***) kaldes for en
tvungen svingning.

| afsnit 3.3 undersggte vi sddanne differentialligninger og praesenterede hovedsaetningen herom, nemlig at
den fuldsteendige lasning bestar af én tilfaeldig lasning, vi fx geetter os til, adderet til alle de mulige lasninger
til den homogene ligning. Vi vil nu prave at bestemme én lgsning til (***).

Qvelse 8.28

Nar man regner symbolsk pa udtryk med sa mange parametre, kan lesninger fundet ved hjzelp af
veerktojsprogrammer forekomme helt uoverskuelige, sa vi veelger at regne i handen.

Vi geetter pa en lgsning, der har formen x, = A - cos(w - 1) + B - sin(w - t).

a) Bestem x', 09 x”,, indseet i (***), og vis, at ligningen bliver:

(k=m-w? O +b-w-P) cos(w: 1)+ (=b-w-A+(k—m-w?)w): PB): sin(w-1)
=E, cos(w-t)

b) Da dette skal gaelde for alle t, ma ferste parentes veere lig med E , og anden parentes vaere lig 0:
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(k—=m-w?) -0+bw-B=E,
—b-w- A+ k-m-w?)-B=0

Las ligningssystemet mht. a og b ved hjeelp af dit vaerktejsprogram, eller ved at anvende determinant-
metoden til at lgse to ligninger med to ubekendte, og vis, at lasningerne bliver:

2
0(=E1-(k—m-w)OQB_E1-tz-w

D " D
2 2
hvor D= (k—m- w22+ B w?=m- ( (K- w?) + (L) 2
( ) ((£-w)"+(2)"w?)
Bemeerk: D er altid positiv, sa ligningssystemet har altid en lgsning.

Konklusion: Xp= - cos(w-t) + B - sin(w - t) er en partikuleer lgsning.

Ulykkerne er givetvis sket, nar den patvungne svingning har en frekvens, der pa en eller anden made
"spiller sammen med" bygningernes egenfrekvens, og ger det pa en made, hvor amplituden af
svingninger bliver meget stor. Vi vil derfor nu forst undersage, hvordan amplituden af denne patvungne
svingning afheenger af tallet w, som bestemmer frekvensen.

Qvelse 8.29

| avelse 3.2 har vi set, at en harmonisk svingning y = ¢, - cos(w " ) + ¢, - sin(w - t) har amplituden
A= \/012 + ¢

Vis, at den lgsning X, = - cos(w-t)+ B - sin(w - t), vi nu har bestemt, har amplituden:

E, =

“) = (8) ) V((5-)+ (2) )

Vi vil nu undersgge amplituden som
funktion af w. Vi definerer:

Es
= — m
A_\/az_'_Bz .

=
Sl
3
2
—_——
—_—
3=

£
m
fw) =
lllustration fra rapporten. Nar mange sma pavirkninger svinger som \/ 2 b2 o
egenfrekvensen, kan det ga galt. + m ‘W

2

3=
I
€

A

Qvelse 8.30

a) Undersog farst tilfaeldet w = 0. Hvilken fysisk situation svarer dette til? Hvad er "amplituden”
f(0)?

b) Undersgg dernaest w — co. Hvilken fysisk situation svarer dette til? Hvad sker der med f(w)?

k_ &
m

2m?

Vis, at f har et lokalt ekstremum i w-veerdien: w, .. = \/

Veerdien, vi har fundet i gvelse 8.30, kaldes for resonansvaerdien. Dermed er resonansfrekvensen:

v 1 \/ k_ &
resonans 2]-[ m 2[1'72

Bemeerkning: Udtrykket viser, at bestemte talveerdier for systemet udelukker resonans.

| eksemplet i afsnit 3.2 noterede vi i praxisboksen, at et deempet systems egenfrekvens er givet ved:
V= £
O om Ymoan?

Qvelse 8.31

a) Argumenter for, at resonansfrekvensen er mindre end egenfrekvensen.

b) Argumenter for, at hvis deempningen er meget beskeden, dvs. hvis b er meget lille, sa er
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vV Y

resonans " egen*

) Indszet W, i flw) og vis:

m

=1
f(wmax) = +—
2\/£_i
mNm 4n?

d) Anvend formlen i c) til at argumentere for, at hvis deempningen er meget beskeden, dvs. hvis b
er meget lille, sa vil f (w,,,,) vaere meget stor:

Hvis b— 0, vil f(w,,,) — <.

Det var dette, der gik galt for Millennium Bridge i London. Pa dette link kan du finde et projekt med det
autentiske talmateriale. Her vil vi nu illustrere situationen med et simpelt taleksempel.

Qvelse 3.32
Viseetter E, = m= k=1 og vil undersgge det grafiske forlgb for f(w) for forskellige veerdier af a.

a) Vis, at vi med disse talveerdier har:
f(w) = +—
VA— 22+ P

b) Vis, at resonansfrekvensen her er

Y -\/1 — 0,5 b%, samt at vi i dette taleksempel

(resonans) — E

kun far resonans, nar b < V2.

c) Tegn graferne for f(w) for forskellige b-veerdier, idet du i forste Lol } 15 2
omgang opretter en skyder for b-veerdien. Vi er kun
interesseret i forste kvadrant. Tegn derngest i samme
koordinatsystem graferne herende til: b=2, b=1,5, b= 1,
b=10,5 b= 0,25, b= 0,1. Beskriv situationen.

Vi vil endelig illustrere, hvorfor det gar helt galt, nar b bliver sa lille, at den kan negligeres. | sa fald
forsvinder det ene led i differentialligningen, og hvis vi betragter udtrykkene for egenfrekvens og for

resonansfrekvens, ser vi, at disse er lige store, nemlig V = \/% Fortsaetter vi med det simple

taleksempel, er bevaegelsesligningen nu reduceret til:

X"(t) + x(t) = cos(t) ()

Qvelse 8.33

a) Anvend dit veerktajsprogram, og vis, at lgsningen til den inhomogene ligning kan skrives pa
formen:

xp(t) = ¢, - cos(t) + ¢, - sin(t) + % - cos(t) + % -t sin(t)

b) Tegn grafen for den partikuleere lgsning, hvor ¢, = ¢, = 0, og begrund, hvorfor broen bryder

sammen.
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5. Koblede differentialligninger

I den indledende forteelling beskrev vi et forseg pa at modellere en dynamisk situation, hvor der indgar to
variable — de tyske og de sovjetiske styrker over for hinanden i panserslaget ved Kurskbuen i 1943 — der af
indlysende arsager afhzenger af hinanden. En sadan modellering farer til opstilling af koblede
differentialligninger. Militeerteoretikeren Lanchester opstillede pa baggrund af et studium af en reekke
klassiske slag i krigshistorien forskellige modeller, som man kan afprgve pa et givet empirisk materiale. De
to modeller, der hyppigst bringes i spil, er falgende:

@x) _ .
1) (d1) (Lanchesters kvadratiske model)
(_d.L) =—b-Xx
(d?t)
@x) - 5. x. y
2) (d1) (Lanchesters lineaere model)

Her repraesenterer x og y de to heerstyrker, og parametrene siger noget om, hvor effektive de er til at
udrydde modstanderne. Vanskelighederne ved at handtere sadanne systemer haenger naturligvis sammen
med koblingen: Nar vi prgver at bestemme x ud fra den farste differentialligning, steder vi pa funktionen
y(t). Men y bestemmes farst via den anden differentialligning. Her stader vi imidlertid pa funktionen x(t),
som vi ikke kender endnu, men som bestemmes via den forste differentialligning ... Det ser ud, som om vi
kerer i ring.

Koblede differentialligninger som de ovenstdende, hvor den uafhaengige variabel ikke indgér eksplicit i
differentialligningerne, kaldes for autonome. Den mest almindelige situation er, at sddanne systemer ikke
kan lgses eksakt. Der findes dog en raekke interessante tilfeelde, bl.a. nogle af Lanchesters modeller, som vi
kan klare med eksakte metoder. Men ogsa i de tilfeelde, kan veerktajsprogrammers numeriske lasninger
give gget indsigt i, hvad der er pa spil.



5.2 Kvalitativ analyse og faseplot

Vi sa i det foregaende eksempler, hvor vi kan omskrive og na frem til
eksakte lgsninger. Det er teoretisk interessant, men ofte er vi faktisk
ikke sa interesseret i det i praksis. Det simple eksempel pa en
Lanchester-model kunne vi i stedet analysere med grafiske og
numeriske metoder, som illustreret i falgende eksempel og evelse:

Eksempel (Lanchesters kvadratiske lov)
Betragt falgende model af et krigsspil mellem to styrker

X (gren) og y (red): X' = -y, y = —4x,
med begyndelsesbetingelserne: x(0) = 100 og y(0) = 300
Spergsmalet er det enkle: Hvem vinder?

Svaret kan du finde i faseplottet her.
Resten af eksemplet gennemgas som en gvelse.

2D animation - Grafisk lasning af differentialligning (html)
2D animation - Grafisk lgsning af differentialligning (ins)

Qvelse 8.38

a) Find ud af, hvordan dit veerktejsprogram handterer grafisk
numerisk lasning af koblede differentialligninger, og genskab
selv det ovenstaende eksempel.

b) Benyt ogsa dit veerktajsprogram til at frembringe graferne for
koordinatfunktionerne ved hjeelp af numerisk grafiske
metoder.

¢) Sammenlign endelig de fundne numerisk grafiske lgsninger
med de eksakte lgsninger. (Her kan du have stor nytte af dit
CAS-veerktoj til at bestemme de eksakte lgsninger).

Den normale situation i praksis er, at vi ikke kan lgse ligningerne.
Heller ikke i forholdsvis simple systemer af den type, vi kalder rovdyr-
byttedyr-modeller. Men en grafisk og numerisk analyse kan give os
stor indsigt i, hvad der er pa spil. P4 hiemmesiden [materiale under
udarbejdelse] forteeller vi om dette i stor detalje og ser bl.a. pa en
reekke bergmte koblede differentialligningsmodeller og deres historie,
herunder Lotka-Volterra-modellen.
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9. Regressionsmodeller (supplerende stof)

Dette kapitel er viet til en af de mest beramte metoder i anvendt matematik:
Mindste kvadraters metode. Det er bl.a. metoden bag lineaer regression, og vi
ser naermere pa bade de analytiske udtryk og pa den geometriske tolkning af
metoden inden for den linezere algebra, hvor den saedvanlige tredimensionale
geometri udvides til n-dimensioner under bevarelse af bl.a. skalarproduktet og
dets anvendelser til projektion og vinkelberegning.

Vi analyserer bade linezer regression som deskriptiv model og som bekraeftende
model, dvs. vi inddrager hypotesetest i vurdering af kvaliteten af en linezer
regression. Endelig udvides den lineaere regression til flere uafhaengige
variable, hvilke giver anledning til den multilinezere regression, der ogsa har
vigtige specialiseringer som fx de polynomiale regressionsmodeller.

Til slut omtales kort den ikke-lineaere regressionsmodel, hvilket bl.a. giver os
mulighed for endnu engang at kigge nsermere pa den logistiske veekstmodel.

Men vi lzegger ud med selve metodens fadsel i astronomiens verden, hvor
Gauss overrumplende var i stand til at forudsige den fremtidige position for en
helt ny planet, Ceres, pa basis af ganske fa malinger.



2.2 Proportionalitet

Proportionalitetsmodellen er ikke interessant i sig selv

. Her vil man altid sta

bedre ved i stedet at udfere en lineaer regression. Men den er et vigtigt trinbraet i
opbygningen af formlen for lineaer regression, sa af hensyn til matematikken bag

den linezere regression tager vi den med.

Qvelse 9.7

a) Afbild handbolddrengenes veegt
som funktion af deres hgjde, og
udfer potensregression.

metw]
131

100

Antag, at drengene er bygget
nogenlunde ens, og at de har
nogenlunde samme massefylde.

¥ o= 10,1742 - 1500

hajde (m)

Gennemfer et fysisk argument for,
at det med en vis rimelighed kan
forventes, at veegten vokser med hgjden i tredje
(Hint: Teenk pa rumfangsformler.)

L [N B S S B N N B R R
02 04 068 OB 10 1.2 14 16 18 20

potens.

Vi undersager derfor, om vaegten er proportional med

hojden. Udfares regression, far vi en haeldningskoefficient pa 12,2.

Men vi vil nu bestemme den veerdi k for haeldningskoe

de observerede vaegte passer bedst muligt med veegtene fra modellen.
Igen bruger vi mindste kvadraters metode til at karakterisere, hvor teet
de observerede vaegte ligger pa modelveegtene. Vi indferer derfor

variationen som funktion af haeldningskoefficienten k:

variationen(k) = % o ((y; —kex )2 +(y,— ke )(2)2

Vi tegner grafen for variationen som funktion af k.
Grafen ligner igen umiskendeligt en parabel:

900
B00
700
600
500
400

300 - .
sum((vaagt-k- hajde”)’)
dim{vazgt)

2004¥=

100 =
(12.3939,64.4275)

LI L L L L L
6 7 B 9 101112 131415

T
1

LI I
23 45

tredje potens af oot (ko)

120
fficienten, hvor 100
[ |
¥=1230301-x
[

40 o

+ ot (v, — ke x,)?)

Dette undersgges naermere. Vi tilfgjer listen to nye

sojler, dels 5= _V&Qt (dvs. veerdierne
hojden®

Yi), og dels Vi

h?

udfarer kvadratisk regression pa veerdierne. Det

passer perfekt:

k.=

; var_| k=variationen(k7 var)'

var_k
[

400

A )= 51,2043 - k- 1269,24 - k + 7928,88

350
300
250 o
200
150

100 -
k_var

50

— T T T T T T T T T >

95 10 105 11 N5 12 125 13 135 14 145 15

For at bevise at der rent faktisk er tale om et andengradspolynomium, regner vi

pa variationen lige som for.

Saetning 2: Den bedste proportionalitet

For et givet datasat (x,, ¥;), (X, ¥,), -+
{{x

{1} @ {y "{EHMxA2R{H=
{{1/n}(x_1-y_1+x_2.y 2+..+x_n-y_n)}{{1/n}-(x_1A
det tal, der har den mindste variation for proporti
y = k- x. Den minimerer variationen for den rette

o (X, y,)

er k-veerdien $k_{*}=

2+X_272+...+X_n"2)}$
onalitetsmodellen
linje gennem (0,0):


/sites/lru.dk/files/lru/hem_a_405_a.png
/sites/lru.dk/files/lru/hem_a_405_b.png
/sites/lru.dk/files/lru/hem_a_406_a.png
/sites/lru.dk/files/lru/hem_a_406_b.png

variationen(k) = }7 (Y = kX)) (Y — K )2+ e+ (y,— K X))

Qvelse 9.8

a) Kontroller ved udregning pa vores data, at den bedste k-veerdi, netop
stemmer med den veerdi vi kan beregne ud fra de fundne formler for
koefficienterne til regressionsgrafen.

b) Gennemfar beviset for seetningen efter den samme metode som ved
saetningen om middeltallet.

Qvelse 9.9

Gor rede for, at formlen for k er konsistent, dvs.

a) Hvis datasaettet y rent faktisk er proportionalt med dataseettet x, fas
netop den rigtige k-veerdi.

b) Hvis der kun er én x-veerdi, der gentages n gange, fas middelveerdien af
y divideret med x.

Qvelse 9.10

Som ved middeltallet kan man tolke det ovenstaende problem geometrisk
inden for rammerne af den linezere algebra. Detaljerne finder du pa
hjemmesiden [materiale under udarbejdelse].




4. Lineeer sammenhang som bekraeftende model: Hypotesetest

Vi har hidtil arbejdet med at beskrive det konkrete dataseet og undersegt rimeligheden i at anvende den
lineaere sammenhasng som en beskrivelsesmodel. Men vi kunne vaelge en anden strategi og i stedet opfatte
dataseettet som en repraesentativ stikprave for unge elitehandspillere i almindelighed. Inden for denne
ramme giver det mening at sperge, om den aftagende tendens, vi paviste, nu ogsa er statistisk signifikant.
Kunne den ikke lige sa godt opfattes som et naturligt resultat af de uundgaelige statistiske fluktuationer i
sadanne stikpraver? Havde vi udtaget en anden repraesentativ stikprove af elitehandboldspillere, ville
resultatet maske have set lige modsat ud, og vi ville i stedet have set en positiv sammenhzeng, idet der
maske slet ikke findes nogen signifikant sammenhaeng mellem 3000 m-tallet og konditallet.

Denne gang skal vi altsa tage udgangspunkt i nulhypotesen, dvs. antagelsen om at lebetiden og konditallet i
virkeligheden er uafhaengige, og derefter afgere, om vi med rimelighed kan forklare den observerede
tendens som en naturlig konsekvens af de stokastiske fluktuationer, der er knyttet til nulhypotesens rene
tilfeeldigheder. Vi vil undersege det eksperimentelt og simulere nulhypotesen pa samme méade, som vi
gjorde ved Xz—test. Som i C-bogens kapitel 9 sker det ved, at vi omrarer den ene af de to variable, dvs. vi
opretter dataseettet for U18-landsholdet og treekker en tilfzeldig stikprave af samme starrelse som
populationen, men uden tilbageleegning, sa det er de samme 3000 m-tal, der optraeder, men nu i tilfeldig
reekkefolge:

A B C Kondital Kondital
5= ¥ =-1,9525 - x + 76,3582
1| trekmtid| kondital | simuleret | o
2 1067] 6578|1087 s ‘e &
¥ o ! 55
3 12,03 47,2 11,37, o
4 11,00 57,6 "o *
5 12,38 48,5 12,38 Lebsatid og Kondital A Simulering at
6 10,97 50,8 12,30 40 for U1a;l.andshc:ldei . : | nulhypotesenHy
7 11,860 59,6 10,97 05 10 115 120 125 130 05 110 115 120 125 130
8 11,81 49,0 10,97 3 km tid 3 km tid
9 11,62 55,9 12,95
10 10,93 56,8 11,97
11 12,10 49,9 12,70
Kondital Vi ser da, at nar vi bruger simulerede omrarte 3000 m-tal finder vi fx en

heeldningskoefficient pa —1,95, stadigveek negativ, men ikke sa meget
som i det observerede dataseet. Gentager vi nu simuleringerne, vil vi
opleve, at vi sommetider far en positiv haeldningskoefficient og
‘ sommetider en negativ haeldningskoefficient: Nulhypotesen favoriserer
« * Halaning =-5.28853 | i hverken en stigende eller aftagende tendens, men giver netop
40— Smalering of nulhypotesen Hy:y = 1,072+ 30,1 A . . . . .
haeldningen nul i middel over et (uendeligt) stort antal simuleringer.

T T T T T
WS Mo 1S 120 125 130

3 km tid

2D animation - Linezer regression: Simulering af nulhypotesen (html)
2D animation - Linezer regression: Simulering af nulhypotesen (ins)

Vi kan nu foretage en prototest for at vurdere, om den observerede
heeldningskoefficient ser ud til at veere signifikant forskellig fra nul. Som saedvanligt
veelger vi signifikansniveaet 5%, svarende til en tyvendedel; og vi udferer derfor 20
simuleringer og noterer de haeldningskoefficienter, vi finder:

-1,95 2,06 0,16 -2,19 -2,03 1,66 -1,08 -1,79 1,60 -0,04
159 0,82 0,83 421 0,72 -3,62 3,10 1,89 -0,29 1,09

Vi ser da en vrimmel af positive og negative heeldningskoefficienter som forventet,
0g Vi ser ogsa, at man nemt kan finde haeldningskoefficienter pa 2-3 (med begge
fortegn), men der er ingen heeldningskoefficienter, der er lige s& skaev som den
observerede pa —5,27. De numerisk storste haeldningskoefficienter er pa —3,62 og
4,21. Det ser altsa ud til, at den observerede heeldningskoefficient er usaedvanlig.

2D animation - Lineeer regression: Fordelingen af den simulerede heeldning (html)
2D animation - Lineeer regression: Fordelingen af den simulerede heeldning (tns)

For at f& en mere preecis fornemmelse for fordelingen af haeldningskoefficienterne
under nulhypotesen, simulerer vi nu nulhypotesen 1000 gange og afseetter ' Ve
fordelingen som et prikplot, henholdsvis et histogram overlejret med en

normalfordeling:

Vi ser da, at den observerede heeldningskoefficient ligger sa langt ude, at vi ikke
engang ved hjeelp af 1000 simuleringer kan frembringe en heeldningskoefficient, der
er lige sa skeev. P-veerdien er altsa under 1%., og heeldningskoefficienten er derfor
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signifikant forskellig fra nul. Der synes altsa at veere en signifikant aftagende
sammenhaeng mellem 3000 m-tallet og kondital. Vi ser ogsa, at teststarrelsen, dvs.
den simulerede hzeldningskoefficient, med god tilnaermelse er normalfordelt med en
middelveerdi, der som forventet ligger meget teet pa 0. Spredningen estimeres til ca.
1,7.

Eksempel: Undersggelse med anvendelse af standard t-test

| praksis vil man ofte bruge en indbygget linezer regressionstest i et
veerktojsprogram. Da den simulerede hzeldningskoefficient med god tilnaermelse er
normalfordelt med middelvaerdi 0 og en ukendt spredning, kan man anvende en
sakaldt standard t-test hertil. P& dette link kan du finde en beskrivelse heraf.

Qvelse 9.14

De falgende data viser antallet af mal, der blev scoret inden for den ordinzere
spilletid (med tilleegstid) i finalen i verdensmesterskabet i fodbold fra 1978 til
2010:

Arstal 1974 1978 1982 1986 1990 1994 1998 2002 2006 2010
Antalmal 3 2 4 5 1 0 3 2 2 0

En linezer regressionsanalyse viser en tydelig aftagende tendens. Er den
statistisk signifikant?
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6.1 Potensmodeller med to eller flere uathaengige variable

De generelle potensmodeller er meget udbredte i naturvidenskab samt i
gkonomi og samfundsvidenskab:

y=by" x1b‘ -xzbz-.. . -xnb"
Ved at transformere bade responsvariablen y og de forklarende variable
Xy, X, ..., X, med en logaritmisk transformation, omformes denne model netop
til en multilinezer model i (/ n(x,), ..., I n(x,), I n(y)):

Fitnesstal
In(y) = In(By) + b, - 1n(x,) + by~ I n(xy) + ... + b, In(x,) (%) e R
200
Lad os som et simpelt eksempel se pa fitnesstallet fra U18-datasaettet. Afseettes  1gq.) y
fitnesstallet som funktion af konditallet, er det klart, at der ikke er tale om en 180 "
simpel variabelsammenhaeng. Vi inddrager derfor ogsa veegten, for at se om &
fitnesstallet med rimelighed kan beskrives som en potensfunktion af konditallet 170 >
og veegten. Vi udfarer derfor multilineaer regression pa de transformerede data 160 °
med In(fitnesstal) som funktion af In(veegt) og In(kondital). Det farer til 1504 -'
potensmodellen ——

40 45 50 55 60 &5
Kondital

fitnesstal = 1,35 - kondital®%" - vaegt®23®

med en forklaringsgrad pa 99,75% (pa de
transformerede datal). Resdiualplottet viser
da ogsa en rimelig tilfeeldig fordeling af fejlene ™%
med en typisk fejl mellem —1 og 1, hvilket

synes rimeligt nok, da fitnesstallet er

udregnet som et helt tal. Vi har altsa en

udmeerket deskriptiv model. Men vi har ingen

T

---- .

begrundelse for modellen, og det ville vaere maerkeligt, hvis det var lige netop den Idraetsforskeren Lars
Michalsik havde brugt til at omseette veegt og kondital til et fitnesstal.

3D animation - Multipotens regression (html)
3D animation - Multipotens regression (ins)
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7. Ikke-linezer regression

De fleste modeller er naturligvis ikke-lineaere. Men det linezere tilfeelde rummer
sa mange tekniske fordele, at vi typisk forsgger at transformere andre modeller
over i lineaere modeller. Vi har i C-bogens kapitel 6 omtalt dette naermere. Det er
en klassisk metode, nar man undersgger eksponentielle eller
potenssammenhaenge. Vi vil her illustrere sadanne transformationer med to
typiske eksempler fra andre modeller: Forskudt eksponentiel vaekst

y=b- €+ ¢oglogistisk vaekst ), — M -
1+c-e



7.1 Forskudt eksponentiel vaekst

| den forskudte eksponentielle model er b og ¢ "linesere parametre". Sa for en fast
veerdi af k, kan vi bestemme b og ¢ ved en linezer regression. Det gor det forholdsvis
nemt at indfare en skyder for k og se grafisk/numerisk, hvornar den linezere
regressionsmodel har den hgjeste forklaringsgrad og dermed den mindste sum af
kvadratiske afvigelser. Det er altsa forholdsvis nemt selv at finde parametrene b, ¢ og
k ved hjeelp af mindste kvadraters metode, fordi der kun er én ikke-lineser parameter.

QOvelse 9.15. Newtons afkelingslov

Vi vil udnersgge folgende data for afkelingen af en kop te:
Tdimnatr 0 5 10 15 20 25 0
Temperatur i °C 880 850 822 79,5 770 745 722

a) Afbild temperaturen som funktion af tiden. Indfer en skyder for den ikke-
lineaere parameter k, hvor k lgber fra 0 til 0,025 i trin af 0,0001.

b) Indfer hjelpevariablen x_var = exp(—k - tid) og udfer en linezer regression af
temperaturen som funktion af hjeelpevariablen x_var.

c) Afbild grafen for den tilharende modelfunktion: f(t) = a- exp(—k - t) + b, hvor
a og b hentes fra den lineaere regression, i samme diagram som punkiplottet
for dine datapunkter.

d) Bestem nu, ved at treekke i skyderen, den veerdi af den ikke-linezere
parameter k, der farer til den mindste sum af de kvadratiske afvigelser og
dermed den hgjeste forklaringsgrad.

e) Hvad var stuetemperaturen? Hvad bliver forklaringsgraden for den ikke-
linezere forskudte eksponentielle vaekstmodel?
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12. Fagligt samarbejde matematik og kemi

Dette studieretningskapitel er under udarbejdelse. Det forventes at vaere feerdigt
i lobet af efteréret 2015
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15. Fagligt samarbejde matematik og musik

Dette studieretningskapitel er under udarbejdelse. Det forventes at vaere feerdigt
i lobet af efteréret 2015
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7. Lineaer og kvadratisk programmering

Opgave 7.1: Et diztproblem

En fattig studerende prever at finde det billigste maltid, som giver det tilstraskkelige
antal proteiner baseret pa to typer fodevarer:

Bof: Meeringsindnold: 4 enheder protein/kg. Pris: 36 kr./kg
Peanutsmar: Meeringsindhold: 2 enheder proteinfkg. Pris: 24 kr./kg

Studentens daglige proteinbehov er 4 enheder protein/dag.
Hvordan skal studenten sammensastte sit daglige maltid?
Owerve] fx de folgende spargsmél:

a) Antag, at han spiser x kg bef og ¥ kg peanutsmer hver dag. Hvilke uligheder ma
X 0g y sa opfylde?

b) Skitser dét tilharende polygonomrade.
¢) Hvor meget koster det daglige maitid udtrykt ved x og v?
d) Skitser en niveaulinje harende til omkostningsfunktionen.

e) Bestem nu sammensaetningen af det optimale matid.

Opgave 7.2: Et blandingsproblem

En fabrikant af dyrefoder fremstiller et blandingsfoder til malkekvaeg. Blandingen inde-
holder to aktive ingredienser og et fyldstof, for at give foderet en passende konsistens.
Et kilogram foder ma som minimum indeholde de folgende maengder fra hvert af de
falgende fire naringsstoffer:

Neringsstof A B c
Gram 90 | 50 | 20 2

De aktive ingredienser har de folgende naringsvasrdier og omkostninger

[ A | B | ¢ | D | Omkostning(kr.ikg)
Ingrediens 1 (gram/kg) = 100 | 80 | 40 | 10 40
Ingrediens 2 (gram/ka) | 200 | 150 @ 20 | _ 60

Hvor meget skal fabrikanten blande af hver af de aktive ingredienser i et kilogram
fodermix?

Owvervej fx de folgende spargsmal:

a) Antag, at et kilogram fodermix indeholder x kg af ingrediens 1 og ¥ kg af ingredi-
ens 2, Hvilke uligheder ma x og y si opfylde?

b) Skitser dét tilherende polygonomrade.

¢) Hvor store er omkostningerne ved produktion af 1 kg fodermix udtrykt ved x og
y. idet det antages, at vi kan se bort fra omkostningerna ved fyldstoffet?

d) Skitser en niveaulinje harende til omkostningsfunktionen.

e) Bestem nu den optimale opskrift pi sammensaetningen af fodermix.

Opgave 7.3

| det felgende er en ret linje givet ved en ligning. Hvilke to halvplaner opdeler den rette
linje planen i?7 Skitser situationen grafisk. Opstil en ulighed for hver af de to halvplaner.

a) 2x+3y=7
b) -5x + ¥y =10
c) 4y =20
d) 5x-45=0
Opgave 7.4
Hvilke punkter opfylder hver af folgende uligheder? Skitser hver af situationermae grafisk.
a) x+2yz=8
b) 10x + 40y < 50
c) —2xz8
d) y=15

1
e) —x—aySfJ
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Upgave /.2

Beskriv folgende polygonomrader med et system af uligheder:

a) b}

e
=4
w4
=]

c) dj
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n =
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Opgave 7.6

| opgave 7.5 tilfejes for hvert polygonomride en linezar kriteriefunktion og en niveau-
linje.

Ad a) Kriteriefunktionen er givet ved flx,¥) = x + y. Tegn niveaulinjan N(6), og angiv det

hjerne der er minimalt og det hjerne, der er maksimalt.

Ad b) Kriteriefunktionen er givet ved flx,y) = x + 2y. Tegn niveaulinjen N(6), og angiv
det hjerne der er minimalt og det hjorne, der er maksimalt.

Ad ) Kriteriefunktionen er givet ved flx,y) = x + y. Tagn niveaulinjen M(8), og angiv det
hjerne der er minimalt og det hjerne, der er maksimalt.

Ad d) Kriteriefunktionen er givet ved f(x,y) = x + 2y. Tegn niveaulinjen N(20), og angiv
det hjerne der er minimalt og det hjerne, der er maksimalt.

Opgave 7.7

Skitser hvert af de polygonomrader, der fremkommer ud fra ulighederne:

a) x20 b) xz0 G) xz0 d) xz0
yz0 y=z0 yz0 yz0
x<8 x+2y<sd 3x+y<12 X+2y<4d
ye7 x+y=1 -x+-;-y£‘l x+y=1

dx + 2y <12

Opgave 7.8

Et polygonomride er givet ved ulighedame
dxey=4
x+5y=5
4x+3y=8

Polygonomradet og dets begraensningslinjer er vist pa figuren herunder.

a) Angiv en ligning for hver af begransningslinjerne I, [, og/,. e
Kriteriefunktionen, der er givet ved: f(x.y) = 3x + y, onskes minimeret 5T
inden for polygonomradet. 44

[}

b) Bestem det punkt P i polygonomrddet, hvor kriteriefunktionen R

antager sin mindste vaerdi, og angiv denne vaerdi. 21

Kriteriefunktionen andres nu til f{x.y) = ax + y, hvor a er en positiv konstant. 1]

c} Bestem den storste mulige vaerdi af a, hvor P er en optimal losning til
optimeringsproblemet. 1 2 & 4 5

(Udgangspunkt: htx A eksamen maj 2010, hvor forberedelsesmaterialet omhandlede
lineser programmaering. Opgaven kan bade loses uden og med hjsslpemidier. Opstil en
lesning baseret pd en lesningssirategi uden hjselpemidier og en baseret pa en los-
ningsstrategi med hjslpemidier)
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Opgave 7.9

A ¥ Et polygonomréde er givet ved ulighederne
400 + xz0
yz0
300 = A4x + y = 400
3x + 4y = 1200
200 - x + 3y = 300
Polygonomradet er vist gratonet pé figuren.
100
x Kriteriefunktionen, der er givet ved
00 200 300 400 flx.y) = dx + 3y
onskes minimeret inden for polygonomradet.
a) Indtegn to niveaulinjer for kriteriefunktionen sammen med polygonomradet pa
papir og i et veerktejsprogram.
b) Bestern den minimale veardi for kriteriefunktionen inden for polygonomradet.
(htx august 2070, hvor forberedelsesmaterialet omhandlede fineser programmering.
Opgaven kan bide loses uden og med hjsipemidler. Opstil en losning baseret pd en
lesningsstrategi uden hjsipemidier og en baseret pd en lesningsstrategi med hjzipe-
midier)
Opgave 7.10
“r En virksomhed producerer to slags energibarer: BoostBar og
el ChocDelight. Til produktionen benyttes blandt andet hasseinadder,
crunch og peanuts.
8000 - BoostBar | ChocDelight |  Lager-
ix) ¥ beholdning
&000 4= Hasselnodder (kg) 0,020 0,002 a0
Crunch (kg) 0,015 0,005 75
4000 4 Peunuts (kg) 0,030 0,050 400
Fortjeneste pr. bar (kr.) 3,30 2,10
2000 -] e !
a) Opskriv pa baggrund af ovenstdende skema en kriteriefunkti-
¥ - —» on, der angiver fortjenesten i kroner ved salg af x stk. BoostBar
0 2000 4000 6000 og y stk. ChocDelight.

Virksomheden ensker at benytte sin lagerbeholdning bedst muligt,
dvs. at fremstille det antal af hver type energibar, der giver den star-
ste samlede fortjeneste.
b} Opstil ulighederne, der beskriver problemets begraensninger.
Uiighederne definerer et polygonomride, som er vist gratonet pé figuran ovenfor.

¢) Indtegn niveaulinjerne M(20000) og N(25000) for kriteriefunktionen sammen
med polygonomradet i et vaerktojsprogram.

d) Bestem antallet af hver af de to typer energibarer, som virksomheden skal frem-
stille for at fa den sterst mulige fortjeneste.

(htx A eksamean 20710, hvor forberedelsesmaterialet omhandlede lineser programmering)

Opgave 7.1

En virksomhed fremstiller paraplyer og parasoller. Fabrikationen foregar i tre afdelinger,
der tager sig af henholdsvis syning, montering og pakning. Skemaet nedenfor indehol-
der de vigtigste oplysninger om fabrikationen.

Paraplyer Parasall Arbejdstid til radighed
= ¥ i afdelingen (minutter)
Tidsforbrug til syning
(minutter pr. stk.) 8 50 £
Tidsforbrug til monte-
ring (minutter pr. stk.) 5 i3 ik
Tidsforbrug til pakning
(minutter pr. stk.) 2 10 Gl
| Fortjeneste (kr. pr. stk.) 3 40

Den sidste sejle | skemaet angiver, hvor meget arbejdstid virksomheden har til ra-
dighed i de forskellige afdelinger af en bestemnt arbejdsdag. Virksomheden ensker at
planlzzgge dagens produktion, s& fortjignasten bliver sterst mulig.

Benyt x til at betegne antallet af paraplyer og v til at betegne antallet af parasaoller.

a) Opstil kriteriefunktionen for fortjenesten, og opstil de uligheder, der beskriver
problemets begransninger. Du skal ikke finde den optimale losning.

(htx A eksamen 2070, hvor forberedelsesmaterialet omhandlede lineaer programmering)
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En virksomhed producerer og afsatter to typer etuier til en bestemt mobiltelefon:
RUBBER og SKINLOOK. Lad x angive antal producerede og afsatte RUBBER, og lad
y angive antal producerede og afsatte SKINLOOK.

Produktionen er underlagt felgende kapacitetsbegrensninger:

10x + 20y < 480
60x + 40y < 1600
D=x<20
D<y<40

Daekningsbidraget pd RUBBER er 10 kr. pr. stk., og daskningsbidraget pa SKINLOOK er
15 kr. pr. stk. Funktionen f(x,y) = ax + by angiver det samlede daekningsbidrag pr. dag.

a) Bestemn forskriften for funktionen f, og tegn polygonomradet defineret ved oven-
staende kapacitetsbegraansninger.

b) Bestem det antal producerede og afsatte RUBBER pr. dag og det antal pro-
ducerede og afsatte SKINLOOK pr. dag, der giver virksomheden det storsta
samlede daekningshidrag pr. dag.

c) Antag nu, at daekningsbidraget for SKINLOOK holdes fast, og bestem graanser-
ne for deekningsbidraget pé RUBBER, nér losningen fra b) stadig skal fastizegge
det storste samlade daekningsbidrag.

d) Antag nu, at daekningsbidraget for RUBBER holdes fast, og bestem granserne
for de=kningsbidraget pa SKINLOOK, nér losningen fra b) stadig skal fastlaagge
det storste samlede daekningsbidrag.

(Udgangspunkt: hix B eksamen august 2013)

Opgave 7.13

Virksomheden PS-Husflid producerer og seelger to slags billedrammer, Ad og A3,
Begge rammer skal bearbejdes i virksomhedens to afdelinger, afdeling | og afdeling Il

Ad bearbejdes 15 minutter i afdeling | og 20 minutter i afdeling Il. A3 bearbejdes 30 mi-
nutter i afdeling | og 20 minutter i afdeling Il | hver afdeling har virksomheden 50 timer
pr. uge til bearbejdning af billedrammerne.

Deekningsbidraget pr. styk Ad er 30 kr., og deekningsbidraget pr. styk A3 er 40 kr.
a) Definer de variable x og v, og bestem a og b sdledes, at funktionen

fix,y) = ax + by angiver det samlede daekningsbidrag.

b} Opstil begreensningerne, og tegn polygonomridet | et koordinatsystem.

¢) Indtegn niveaulinjen N(2000) svarende til fix.y) = 2000, og bestem hvor mange
styk A4 og hvor mange styk A3 PS-Husflid skal producere og s=lge pruge for
at opnd det storst mulige samlede daskningsbidrag.

d) Antag nu, at daekningsbidraget for A3 holdes fast, og bestem graenseme for

dakningsbidraget pa Ad, nar lesningen fra c) stadig skal fastlszgge det storste
samlede daekningsbidrag.

(Udgangspunkt: hhx B eksamen maj 2010)

Opgave 7.14

En virksomhed producerer og saiger produkterne Mini og Midi. Produktarne skal
forarbejdes i afdelingerne A og B.

| afdeling A tager det 1,5 time at forarbejde et styk Mini og 3 timer at forarbejde et styk
Midi. | afdeling B tager det 1 time at forarbejde et styk Mini og 1 time at forarbejde et
styk Midi.

Til produktionen af de to produkter har virksomheden 24 timer pr. uge i afdeling A og
11 timer pr. i afdeling B.

Deekningsbidraget for Mini er 1000 kr. pr. stk., og deekningsbidraget for Midi er 1500 kr.
pr. stk. Funktionen f{x,y) = ax + by angiver det samlede dakningsbidrag.

a) Definer de variable x og y, og bestem a og b sdledes, at funktionen
fix.¥) = ax + by angiver det samlede deaekningsbidrag.

b) Opstil uligheder, der beskriver begraensningerne | produktionen, og indtegn | et
almindeligt koordinatsystem det omrade, der afgreenses af disse uligheder.

En niveaulinje N(t) er defineret ved flx.y) =t

c) Indtegn niveaulinjen N(6000) svarende til fix,y) = 6000, og bestem det antal
Mini og det antal Midi, der skal produceres pr. uge for at opna det sterst mulige
samlede dakningsbidrag.

d) Antag nu, at daekningsbidraget for Mini holdes fast, og bestem graenserne for
dakningsbidraget pé Midi, nér lesningen fra c) stadig skal fastlazgge det storste
samlede dakningsbidrag.

(Udgangspunkt: hhx B eksamen august 2009. Opgaven med sporgsmdlene a), b) og c)
er ogsd stillet | en anden version pd A niveauet samme opgavetermin)
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Jpgave i.lo

Et flyseiskab ensker at optimere sin samlede omsaetning pr. afgang ved
at andre antallet af seder p& henholdsvis Business og Economy.

Lad x angive antallet af seeder pa Business, og lad y angive antallet af
saeder pa Economy.

Der er folgende begransninger i forbindelse med optimeringen:

¥=—x+ 250
ys—lx+200
0<x <100
y=50

Prisen pa Business er 18000 kr. pr. seade, og prisen pa Economy er 2000 kr. pr. seade.
Omsaatningen kan bestemmes ved

omsaetning = (antal seader) - (pris pr. saade)
Funktionen fix,y) = ax + by angiver den samlede omsaetning pr. afgang.

a) Bestem en forskrift for funktionen fix,¥), og tegn polygonomridet ud fra de
ovenfor naevnte begraansninger,

b) Bestem det antal ssader pi Business og det antal saader pd Economy, der giver
flyselskabet den storst mulige samlede omsaetning pr. afgang.

(hhx B eksamen maj 2010)

Opgave 7.16

En virksomhed producerer og salger bla. varerne WOOD og STEEL. Det producerede
og solgte antal enheder WOOD betegnes x og det producerade og solgte antal enhe-

der STEEL betegnes y.
¥ Produktionen pr. uge er underiagt felgende begransninger:
F Y
¥=100
100 4 dx + 2y = 300
<
| 0=x=<60
y=-2x+ 150 D=sy<100
60
| Disse begraensninger definerer et polygonomride, der vist som dat
“ . skraverede omrade til venstre,
20 1o I =80
I i »  Dekningsbidraget for bade WOOD og STEEL er 100 kr. pr enhed.
il il Il L '
Bl g0 B 0 Funktionen fix,y) = ax + by angiver det samlede daskningsbidrag
pr. uge ved salg af x enheder WOOD og y enheder STEEL.
En niveaulinje N(t) er defineret ved flx,y) =1t.

a) Bestem en forskrift for funktionen f, og indtegn niveaulinjen N{5000) i polygon-
omradet | et veerktojsprogram.

b) Bestem det antal enheder WOOD og det antal enheder STEEL virksomheden
skal producere og sasige pr. uge for at opnd det sterste samlede dakningsbi-
drag pr. uge.

(hhx B eksamen august 2017)

Opgave 7.17

| det felgende er der givet et simpelt andengradspolynomium i to variable,
Bestem diskriminant og typen af paraboloiden.

a) M) =1+2x =2y

b) flxy) =22 +y = Gx -4y + 10
o) flxy)=x2+)"+10x+ 9y +5
d) fley) =% + y* - 2x + By + 10

Opgave 7.18
| det felgende er der givet et simpelt andengradspolynomium i to variable,
Skitser niveaukurver, og angiv typen af keglesnittet. Fastleeg et eventueit toppunki
for funktionen. llustrer graferne i et vaerktejsprogram.
a) fixy)=1+2x-2
b) fixy) = + y2=Ox =4y + 10
c) flx.y) = +y2 +10x + 9y + 5
d) fix,y) =22 + y? = 2x + By + 10

Opgave 7.19
En ellipse er givet ved ligningen

9x° + 16y° - 540x — 640y + 14356 = 0

2 2
a) Omskriv ligningen pa standardformen u+ w =1, og bestem

ellipsens centrum og halvakser.

b) Skitsér ellipsen i et vaerktojsprogram.
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Jpgave 7.£U
En ellipse er givet ved ligningan

3x° - 120x + 4y - 200y + 3664 =0

a) Omskriv ligningen pa standardformen
ellipsens centrum og halvakser.

-l 1y-yyl
a—?“+—2“=1.og bestem

b} Skitsér ellipsen i et vaerktojsprogram.

Opgave 7.21
En parabel er givet ved ligningen
4x° -9Bx-y + 612 =0

a) Omskriv ligningen pa standardformen y =a- (x - h)® + k, og fastizeg
parablens toppunkt og symmetriakse.

b) Skitsér parablen i et vaarktojsprogram.

Opgave 7.22
En parabel er givet ved ligningen
5x% - dx - 200y + 2050 = 0

a) Omskriv ligningen pa standardformen x=a-(y- h}2 + k, og fastiaeg
parablens toppunkt og symmetriakse.

b) Skitsér parablen i et veerktejsprogram.

Opgave 7.23

En virksomhed salger to varer A og B. Lad x angive afsatningen i stk. pr. uge af
vare A, og lad y angive afsaetningen i stk. pr. uge af vare B.

Virksomheden har monopol pa markedet for vare A, og prisen pr. stk. er givet ved
pix) = -0,10x + 40, 0 <x <3500

Pa det marked, hvor vare B sezlges, er der fuldkommen konkurrence, og prisen pr. stk.
er givet ved

qix)=20,y=z0
Omseatningen for en vare kan bestemmes ved
omsaatning = afseetning - (pris pr. sti.)

a) Gor rede for, at den samlede omsastning pr. uge kan bestemmes ved funktionen
R med forskriften

Rix.y) = -0,014" + 40x + 20y
Afszetningen er underlagt folgende betingelser

0= x= 3500
y=0
ys-%x+2000

Miveaukurven N{t) er defineret ved R(x,y) =t

b) Gor rede for, at niveaukurven NM(60000) er en parabel, og tegn denne samt
betingelserne i et koordinatsystem.

c) Bestem det antal stk. af vare A og det antal stk. af vare B virksomheden skal
afszette pr. uge for at opnd maksimal omsaetning.

(hhx A eksamen december 2017)

Opgave 7.24

En funktion af to variable er givet ved
flxy) =2 —6x+ )y - dy -8
a) Vis, at niveaukurven N(4) er en cirkel, og bestem cirklens radius og centrum.
b) BeskrivN(z) foralle ze R.

(htx A eksamen august 2070}
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Upgave /.29

En virksomhed producerer og salger varerne A og B. Lad x henholdsvis y betegne
antallet af solgte enheder af A henholdsvis B.

Ved markedsundersegelser har det vist sig, at prisen i kr. som funktion af afsaatningen
i sth. pr. maned af varen A er givet ved

p, = G,lx) = -0,0025x + 32

Markedsprisen for B er 40 kr. Til denne pris kan virksomheden afszette alt, hvad den
kan producere:

Py = Gz{}" =40
Omkostningerne ved produktion af de to varatyper er v, = 12 kr. pr. styk og v, =30 kr.
pr. styk.

Kapacitetsbegransningerme er

3x + 4y £ 10500
1,5x + By < 15000
xz0

yz0

Virksomheden ansker at fa bestemt, hvor mange enheder af A og B, den skal produ-
cere pr. maned, for at deekningsbidraget bliver storst muligt.

a) Gor rede for at deskningsbidraget er givet ved forskriften
Dix,y)=p, %+ py-¥=—v, X=vy¥

b) Niveaukurven N(f) er defineret ved D(x.y) = . Gor rede for, at niveaukurven
N{t} = 100000 er en parabel, og tegn denne samt kapacitetsbegraesningeme i
at koordinatsystem.

c) Bestem det antal stk. af vare A og det antal stk. af vare B virksomheden skal
afsastte pr, uge for at opnd det sterste dakningsbidrag.

(Mogens Ditley Hansen, Malematik, ekonomi, optimering, side 114)

Opgave 7.26

En kvadratisk funktion af to variable f{x,y) er givet ved forskriften
fix,¥) = —x* + 80O — 0,25y + 300y

Falgende betingelser for x og y er givet:

0=x<500
0=y=800

En niveaukurve Nit) er givet ved fix,y) =t

a) Gor rede for, at N(240000) fremstiller en ellipse med centrum i (400,600) og
halvaksera = 100 og b =200.

b} Bestemn det punkt indenfor polygonomradet defineret af betingelserne, der giver
starstevazrdien for f, og bestem denne vaerdi.

(hhx A eksamen august A 2013)

Opgave 7.27

En virksomhed producerer og afsastter to varer, A og B.
Prisen pr. stk. A er givet ved funktionen p med forskriften

pix) =-4x + 800, 0D<x<200

hvor x angiver afsztningen pr. uge af A.

Prisen pr. stk. B er givet ved funktionen g med forskriften
qiy) =-y+ 300, 0<y=<300
hvor ¥ angiver afseetningen pr. uge af A.

De variable enhedsomkostninger er 200 kr. pr. stk A og 100 kr. pr. stk B. Daekningshbi-
draget pr. uge kan bestemmes ved

deakningsbidrag = afsestning - (pris pr. stk. — variable omkostninger)
a) Gor rede for, at det samlede daekningsbidrag kan beskrives ved funktionen DB
med forskriften
DB{x,y) = -4x* + 600x = y* + 200y
Niveaukurven N{t) er givet ved DB(xy =1.
b) Gor rede for, at niveaukurvan N(30000) er en ellipse.

Ud over begransningerne pa x og y er produktionen begraenset af, at virksomheden
maksimalt kan producera 400 enheder pr. uge, hvilket betyder x + y = 400,

c) Bestemn den afsaetning af vare A pr. uge og den afsaetning af vare B pr. uge, der
giver det storst mulige samlede daskningsbidrag.

(hhx A eksamen (g) august 2013)
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upgave J/..o

En virksomhed producerer og seiger varerne A og B. Pa grundiag af markedsanalyser
regner virksomheden med, at sammenhasngen mellem pris og afsatning pr. maned er
linezer og felger nedenstiende tabel.

Pris pr. stk. k. | Afsstningstk. | Pris pr. stk. kr. | Afs@tning stik.
20 5000 36 2500
24 4000 40 . 2000
28 - 3000 44 il 1500
3z 2000 48 1000
36 1000 52 500

De variable enhedsomkostninger er henholdsvis 12 kr. og 32 kr.

A og B skal hver for sig behandles pa to forskellige maskiner M, og M. Virksomheden
er i besiddelse af en maskine af typen M, og to maskiner af typen M,,. Maskinen M,
har en manedlig kapacitet pd 175 maskintimer. M,-maskinerne har en samlet manedlig
kapacitet pd 250 maskintimar,
Til fremstilling af 1 enhed af varen A bruges 3,0 minutter pd M, og 3,0 minutter pd M.,
Til fremstilling af 1 enhed af varen B bruges 1,5 minutter p& M, og 6,0 minutter pa M,
Virksomheden ensker at f4 bestemt, hver mange enheder af A og B, den skal produ-
cere om maneden, for at daekningsbidraget bliver sterst muligt.
a) Gor rede for, at dagkningshidraget er givet ved forskriften
Dix,y) = =0,004x° + 28x - 0,008y° + 24y
b) Ger rede for at kapacitetsbegransningerne er givet ved
3x + 3y < 10500
1,5% = By = 15000
xz0
yz0

og skitser polygonomradet i et koordinatsystem.

¢) Gor rede for, at niveaukurverne er ellipser med centrum i C(3500,1500). Skitser
en typisk niveaukurve i samme koordinatsystem som polygonomradet.

d) Bestem den manedlige optimale produktionsplan.

(Mogens Ditlev Hansen, Matematik, chonomi, optimering, side 103-108).

Opgave 7.29: Stréilebehandling

Ved en strilebehandling bestriles en kraafisvulst med 2 strilekilder A og B.
Vilader x angive intensiteten fra strélekilde A og y angive intensiteten fra
strélekilde B. Almindeligt sundt vaev vil da modtage dosen f(x,y) =0,4x +0,5y
(mdlt i kiloRentgen). Stralebehandlingen tilrettelazgges sa det sunde vaev
modtager mindst mulig dosis.

For andre typer vaev involveret i stralebehandlingen gaider de folgende be-
graensninger:

: Vavstype Felsomt vaav Randen af svulsten [ CGentrum af svulsten |
' Dosis (kR) 08x+01y | 05x+05y 0,6x + 0,4y |
| Begransning (kR) | Hojst 2.7 Netop 6 | Mindst & ]

a) Giv en grafisk illustration af dette linezere programmeringsproblem, og ger rede
for, at polygonomradet klapper sammen til et linjestykke.

b) Bestem den optimale behandlingspian.

Dpgave 7.30: Geometrisk optimering

Lad der vaere givet to linjestykker AB og CD i planen, hvor A(-2,0), B(24),
Ci2.1) og D(6,~3). Vi onsker at besternme de to punkter, P pa linjestykket AB
og Q pa linjestykket CD, som har den mindste indbyrdes afstand,

a) Nustrér problemstillingen grafisk,

b} Gor rede for, at linjestykket AB har parameterfremstillingen
xy)={(-2 + 4t,4f), Dst<1
g, at linjestykket CD tilsvarende har parameterfremstillingen
¥ =(2+dul -4du), 0=us=1

¢} Ger rede for, at kvadratet pa afstanden mellem P og Q er et andengradspolyno-
mium i tog u.

d) Laes nu det geometriske optimeringsproblem som et kvadratisk programme-
ringsproblam,

e) Los samme opgava, men nu med C(6,8).
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17. Facit til opgaver

| dette kapitel ligger facitliste til samtlige opgaver i det forrige kapitel. Alle facit
findes i papirudgaven af Hvad er matematik? opgavebog A
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