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0. Indledning
Disse projektmaterialer er skrevet i tilknytning til filmen Skumstrukturer og minimalflader, der indgar i se-
rien om matematisk forskning: 10 danske matematikere — 10 matematiske forteaellinger.

| filmen fortzeller professor ved DTU, Steen Markvorsen dels om saebeboblers og andre skumstrukturers
lokale geometri og dels om hvorledes krumningsbegrebet kan lgftes fra en lokal definition knyttet til kurver
i 2D til et begreb, der kan udtrykke krumningsforhold globalt for flader i 3D. Derved tager han os med frem
til en introduktion af det centrale begreb i differentialgeometri, minimalflader. Til den sidste del af filmen
foreligger projektmaterialer 2, mens det foreliggende materiale knytter sig til de indledende emner inden
for geometri, vektorregning og krumningsteori, som der fortzelles om i filmen.

Projektmaterialet er opdelt i en raekke kapitler, der kan gennemgas hver for sig. Det enkelte kapitel bygger
saledes ikke pa de foregaende.

Den fgrste aktivitet handler om vektorer i 2D og 3D og disses beskrivelseskraft. Dermed menes, at vekto-
rerne ofte tilbyder bevismetoder, der er mere ligetil og maske ogsa mere enkle, end de traditionelle fra den
klassiske geometri. Kapitlet er skrevet, sa det bade kan indga som en perspektivering af den tidlige geome-
triundervisning i 1.g, og kan indga som et forlgb om matematikkens indre struktur.

Man kan ogsa veelge at springe direkte til det sidste afsnit om tetraederet, som en model for den lokale
struktur af skummet. Og herfra arbejde videre med kapitel 2.

Den naeste aktivitet knytter sig meget direkte til filmens praesentation af Plateaus opdagelser. Matematisk
bevaeger vi os stadig inden for gymnasiets kernestof, men kapitel 2 kan give en fin og lidt usaedvanlig per-
spektivering af den traditionelle trigonometri.

Vektorfunktioner er en del af kernestoffet pa htx, men ikke i stx. | kapitel 3 er der givet en meget kort intro-
duktion hertil, s man hurtig kommer frem til at tale om krumning. | Hvad er matematik? er differentiabili-
tet af funktioner af én reel variabel knyttet til begrebet lokalt lineaer. Derfor fglger det naturligt at knytte
krumning til begrebet lokalt cirkuleer. Dette udfoldes i kapitlet, hvor vi udleder krumningsformler, som man
umiddelbart kan regne pa. Kapitlet er velegnet som supplerende stof, og rummer store muligheder for per-
spektivering

Den sidste aktivitet knytter sig til hovedsporet i Steen Markvorsens fremstilling: Fladers krumning, udled-
ning af Eulers formel for middelkrumningen i et punkt frem mod introduktionen af begrebet: flader med
konstant middelkrumning. Her beveaeger vi os vaek fra det lokale og hen til det globale perspektiv pa en
flade. Det sidste er emnet for projektmaterialer 2. Det fgrste rummer godt stof til eksempelvis srp — fx med
inddragelse af et af den lineaere algebras mest benyttede vaerktgj — koordinatskiftetransformationer.
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1. Vektorers beskrivelseskraft

Dette kapitel er identisk med projekt 5.1 i Hvad er matematik? A. De fors@g pa at udvide talbegrebet til hg-
jere dimensioner, der er omtalt i f@rste afsnit, er ogsa behandlet i A bogens projekt 0.3, der handler om ud-
videlseslegemer og deres anvendelser i kodningsteori. Materialet i dette afsnit kan fx anvendes til at ud-
bygge et geometrisk forlgb i 1. g med en vektortilgang. Man kan ogsad vaelge alene at fokusere pa det sidste
afsnit om medianer og tetraedre, da det er dette vi ser en anvendelse af i filmen.

Er man interesseret i at fordybe sig yderligere i vektor-regningens historie, sG kan Kirsti Andersens lille bog
med netop titlen: "Hvor kommer vektorerne’, udgivet af Steno Museet anbefales. Den indeholder henvisnin-
ger til den vigtigste litteratur.

1.1 Hvor kommer vektorerne fra?

Vektorbegrebet er et af de mest produktive begreber i hele matematikkens historie. | moderne matematik
har man generaliseret vektorbegrebet, sa det er Igsrevet bade fra koordinat repraesentationen og fra den
geometriske repraesentation med pile osv. Vektorer defineres i moderne matematik ud fra de fundamen-
tale regneregler, som vi ogsa kender fra vektorerne i fx 3D. Tilsvarende generaliseres skalarproduktet af to
vektorer ud fra de fundamentale egenskaber ved det skalarprodukt mellem to geometriske vektorer, som vi
kender. Det generaliserede skalarprodukt kaldes af og til for et “indre produkt”.

Ved at Ipfte vektorbegrebet og skalarproduktet op til mere abstrakte begreb, Igsrevet fra de geometriske
vektorer, viser det sig, at matematiske st@rrelser fra helt andre verdenen, fx bestemte funktionsklasser,
ogsa kan opfattes som vektorer. | et sadant vektorrum af funktioner bliver skalarproduktet mellem to funk-
tioner f og g defineret som vaerdien af et bestemt integral af f -g .

Men vejen dertil var mere end almindelig stenet. Hvis vi med vektorer forstar pile, dvs. geometriske objek-
ter, der er bestemt af to ting, en retning og en laengde, sa har de veeret kendt meget laenge som objekter,
der kan repraesentere hastigheder eller kraefter. Den geometriske vektoraddition, som ofte beskrives med
reglen om kraefternes parallelogram har ligeledes en historie der gar meget langt tilbage. Kraefternes paral-
lelogram er beskrevet i en graesk bog om mekanik fra 300-tallet fvt. Forfatteren til bogen faet navnet
"pseudo-Aristoteles”. Navnet skyldes at man engang troede det var Aristoteles, der havde skrevet det.

Hvis vektorbegrebet alene drejede sig om geometriske pile, hvor der er tilknyttet en addition, sa var det
ikke specielt interessant for matematik. Der manglede en operation svarende til et produkt — som skalar-
produktet eller vektorproduktet. Og det tog meget lang tid, fgr de blev udviklet. Derfor ser vi, at vektorer i
virkeligheden er et meget nyt begreb i matematikkens verden. Og udviklingen frem til det moderne vektor-
begreb kommer fra et helt andet sted, end arbejdet med de geometriske pile: Vektorernes oprindelse
stammer fra arbejdet med at forsta de komplekse tal og forsgget pa at udvide hele vores talbegreb fra én til
to og flere dimensioner. Nar man taler om at udvide talbegrebet, sa ligger implicit heri, at vi tager de 4 reg-
ningsarter, +,—,- og : med os, sa vi fx kan Igse ligninger.

1.1.1 De komplekse tal og deres geometriske reprasentation

Man havde kendt og anvendt komplekse tal siden midt i 1500-tallet, hvor Cardano opdager formlen til at

bestemme visse Igsninger til tredjegradsligningen. Sadanne lgsninger kunne skrives pa formen a+b-+/-1.
Disse tal blev kaldt for umulige tal. Det virkede imidlertid, men man manglede en geometrisk repraesenta-
tion for bedre at kunne forsta de nye tal.
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Den fgrste der abnede porten til denne nye matematiske verden, var den norsk-danske matematiker og
landmaler, Casper Wessel (1745-1818). Vi har i flere projekter til C-bogen beskrevet, hvordan Caspar Wes-
sel midt i sine mange trigonometriske beregninger af sidelaengder og vinkler i det net af trekanter, de fgrste
landmalere spaendte ud over landet, fik den ide, at man burde kunne forenkle beregningerne ved at indfgre
en made at gange trekantens sider pa. Og Casper Wessel fandt en sadan reprasentation af siderne og en
sadan multiplikation, der bade er bestemt af sidernes laengde og af hvilken retning de peger, i forhold til en
bestemt fastlagt retning. Da multiplikationen blandt andet indebeerer, at sidernes laengder ganges, sa er det
faktisk en udvidelse af den multiplikation, vi har af tal pa den reelle tallinje. Og Casper Wessel indfgrer sin
multiplikation, s& man ogsa har den modsatte regningsart, altsa division.

Selv om hans mal egentlig var det omvendte, nemlig at finde tal, der kunne repraesentere geometriske ob-
jekter, sa opdagede han derigennem som den fgrste en geometrisk repraesentation af de komplekse tal.
Men han skrev pa dansk! Sa den afhandling han indleverede og fik udgivet af Videnskabernes Selskab i Kg-
benhavn fik ingen udbredelse.

Mange andre matematikere var ogsa pa jagt efter en geometrisk repraesentation af de komplekse tal, og
nogle fa artier inde i 1800-tallet var dette en kendt teknik. Men selv om komplekse tal kan repraesenteres
som pile i planen, sa var forbindelsen til vektorer alligevel ikke etableret. For hvad med vektorer i 3D? Addi-
tion af 3D vektorer kan foretages praecis som med 2D. Men kan man finde en made at gange dem pa?
Spergsmalet svarer til fglgende: Findes der tredimensionelle "komplekse tal”?

1.1.2 Findes der tal i hgjere dimensioner?

Det er et af de spgrgsmal, hvor vi kan datere hvor og hvornar svaret blev fundet. Det skete 16. oktober
1843 pa en vandring langs Royal Canal i Dublin. William Hamilton (1805-1865), der havde bakset med pro-
blemet i mange ar, var den dag pa vej til et mgde i det irske Royal Academy. Hans kone fulgte ham og han
gik og talte lidt fraveerende med hende, indtil hans matematiske hjerne pludselig tog over og i et glimt gav
ham svaret: Nej der findes ikke tredimensionelle komplekse tal - men der findes firedimensionelle! Hamil-
ton blev sa overvaeldet, at han med en kniv ridsede de formler, han sa for sig, ind i murvaerket pa Brougham
Bridge, som de netop passerede.

De nye tal, Hamilton havde opdaget, kaldte han quaternioner, pa dansk: kvaternioner. Hamilton viede re-
sten af sit liv til at udvikle teorien om kvaternioner, og han var overbevist om, at de var et universalveerktgj
til at Igse mange problemer i matematik og fysik. Hamilton var imidlertid ikke verdensmester i formidlin-
gens kunst, sa de vaerker han skrev om kvaternioner blev kun laest af fa — selv nogle af de stgrste matemati-
kere gav op over for Hamiltons komplicerede fremstilling.

1.1.3 Vektorbegrebet graves ud af kvaternionerne

Men nogle af de stgrste fysikere, som James Clark Maxwell (1831-1879) og Oliver Heaviside (1850-1925) sa
mulighederne. Det gik op for Maxwell, at hvis man betragter to tredimensionelle pile (vektorer), a og b

som kvaternioner med 4. koordinat 0, sa giver Hamiltons regneregel for multiplikation af kvaternioner en 4-
deminsionel stgrrelse, der med fordel kan brydes op i to dele: et tal (en skalar), som findes som fg@rste koor-
dinat, og en tredimensionel vektor, som findes som de tre resterende koordinater. Skalaren er det vi i dag

kalder skalarproduktet -b , og den tredimensionelle vektor er det vi i dag kalder for vektorproduktet
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Gxb . Sa begyndte matematikerne ogsa at se mulighederne, ikke mindst efter at en af samtidens store, Jo-
siah Gibbs (1839-1903) i 1884 udsendte matematikhistoriens fgrste bog om vektorregning, Elements og
Vector Analysis.

Sa vektorerne har vi faet fra fysikernes tolkning af matematikeres forsgg pa at generalisere de komplekse
tal til flere dimensioner. Man kunne maske umiddelbart tro, at tredimensionelle vektorer udstyret med
"krydsproduktet” kunne repraesentere tredimensionelle tal. Men der findes ikke en modsat operation til

krydsproduktet - man kan ikke dividere: Hvis @x b =@ x¢ kan vi ikke slutte, at b = ¢ . Hvorfor ikke?

Hamiltons store opdagelse var, at hvis yderligere skalarprodukterne er ens: G-b =d-¢, sa kan vi slutte, at

b = . Hvorfor det? Vi skal altsa op i 4 dimensioner for at fa en division med. Men vektorerne viste sig at
veere et sa produktivt begreb, at de gav grundlag for en omfattende og selvstaendig udvikling inden for ma-
tematikken teori og anvendelser.

1.2 Vektorer i gymnasiet

| den klassiske plangeometri kendes en raekke seetninger om egenskaber ved linjer og cirkler knyttet til tre-
kanter, som fx at de tre midtnormaler altid vil skeere hinanden i ét punkt, og at dette er centrum for den
sakaldte omskrevne cirkel. Dvs. enhver trekant ABC har den egenskab, at der findes en cirkel, der gar gen-
nem A, B og C. Det er bestemt ikke indlysende, at dette ma vaere tilfaeldet. Men lige praecis denne szatning
er forholdsvis let at bevise i den klassiske geometri. For andre szaetninger er beviset lidt mere tricket. Det
geelder fx seetningen om, at de tre hgjder altid vil skaere hinanden i ét punkt. Eller seetningen om, at media-
nerne i en trekant skaerer hinanden i ét punkt, og at dette punkt deler hver median i forholdet 2:1. Med
indfgrelsen af vektorer far vi ofte et mere ligetil — og mere elegant — argument for pastanden.

Geometri i det tredimensionelle rum forekommer os i dag nsermest utaenkelig uden anvendelse af vekto-
rer, men naturligvis er det muligt. Vektorer har fgrst vundet udbredt anvendelse inden for de sidste 100 ar,
og f@r den tid var man ogsa i stand til at bestemme afstande mellem objekter i rummet, at projicere et
punkt pa en linje osv. Ogsa mere komplicerede sammenhange kunne man handtere — fx er kronen pa vaer-
ket i Euklids Elementer behandlingen af de 5 regulaere polyedre. Her i bog 13 beviser han dels eksistensen
af dem - ved at konstruere dem - og dels udleder han en raekke af deres egenskaber. Men den slags argu-
menter kraevede altid gode feerdigheder i at tegne og forestille sig tingene i det tredimensionelle rum. Med
vektorer gar det ofte lettere, og den helt store fordel ved anvendelsen af vektorer i matematikken viser sig,
nar man gar op i hgjere dimensioner, og nar man generaliserer vektorbegrebet. Dette er omtalt i projektet
om linezer algebra.

Her vil vi holde os til plangeometriens to dimensioner og fgrst til sidst tage et skridt ud i rummet
Vi vil for hver af seetningerne gennemfgre bade et geometrisk og et vektorielt argument.

1.3 Linjestykker og parallelogrammer

Saetning 1: Midtpunktet mellem punkterne A og B
Koordinaterne til midtpunktet M mellem punkterne A(x,,y,) og B(x,,y,) kan bestemmes som:

M= X +Xx, yi+Y,
2 7 2
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Pa vektorform: Midtpunktet M mellem punkterne A og B opfylder:

OM =%.0B+1.0A

Bevis inden for den klassiske geometri

Lad M veaere midtpunktet ¢
af linjestykket AB. Tegn gennem A en linje parallel med A . {'}
A 1. aksen, og tegn gennem M og B lin-
jer parallelle med 2. aksen.
M Skzeringspunkterne mellem linjerne M
kaldes C og D — se figuren:
B B

Da M er midtpunkt, er |AM| :%~|AB| .
1. Argumenter for, at trekanterne ACM og ADB er ensvinklede.

2. Argumenter for, at |AC| :%-|AD

, samt for at |MC| :%-|BD|

3. Indfgr nu koordinatervne A(x,,y,) og B(x,,y,) og argumenter for, at med punkternes beliggenhed som pa
tegningen, sa gaelder
|AD| =X,—X, Og |BD| =Y, =V,

4. Med punkternes beliggenhed fas x-koordinaten til M ved at addere |AC| til x-koordinaten til A.
Og y-koordinaten til M fas ved at subtrahere |MC| fra y-koordinaten til A. Udnyt nu dette til at vise formlen:

M= X +x, y,+y,
2 7 2

Bevis med anvendelse af vektorer

Vi udnytter konsekvent, at koordinaterne til et punkt P er lig med koordinaterne til punktets stedvektorOP .
Derved oversaettes punkter umiddelbart til vektorer.

Vi udnytter endvidere vektorregnereglen: AB=0B—0A , der kommer fra indskudssatningen.

Vi starter nasten som fgr, men nu med en vektorligning:

Angiv selv hvad der sker

AM =1-AB

1.
2

OM —0A =1.(0B-0A)

OM—-OA =1-0B—1.0A
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Nu har vi en ligning kun med stedvektorer, sa her kan vi indsaette koordinaterne og far formlen, idet vektor-
koordinater adderes koordinatvis.

Det er nok sveert at argumentere for at den sidste version er meget lettere end den fagrste. Men vi ser, at den
store forskel pG, de to metoder er, at i den geometriske version skal man fa en “god ide”, og hvor kommer
den lige fra? (Her var den nok ret ligetil). | den vektorversionen opl@ses vektorerne ofte i de simplest mulige
former og sa “regner man bare” som i ligninger eller redauktioner.

Efter hver af de fglgende satninger opfordres holdet til at drgfte — i grupper — hvad der er kernen i hver af
beviserne og sa sammenligne svaerhedsgrad, "elegance” og andet | synes adskiller bevistyperne.

Seetning 2: Diagonalerne i et parallelogram
| ethvert parallelogram geelder, at diagonalerne halverer hinanden

Tegn et parallelogram ABCD og B o
tegn diagonalerne.
De skzerer hinanden i punkter M. =
M
\ D

Bevis inden for den klassiske geometri

1. Argumenter for at trekanterne AMD og BMC er kongruente, ved at pavise, at trekanterne har én side og
de to hosliggende vinkler lige store.

2. Sa kan trekanterne briunges til at daekke hinanden. Argumenter nu for at AM er det halve af AC og BM er

det halve af BD.

Bevis med anvendelse af vektorer

Viviser, at AM =1-AC .Tilsvarende kan vises, at BM =1-BD .
Angiv selv i de tomme felter, hvad der sker
AM = AO +OM Indskudssaetningen
= ~Z5+%-Z(3+%-5§+%-55 Anvend saetning 1

1
2
=1.A0+1.0B+1-AO+1.0D
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Heller ikke ved disse sma beviser kan man se en saerlig fordel ved at bruge vektorer. Men i den geometriske
verden skal man kende en raekke specialsaetninger, man traekker pa. | vektorernes verden er det grundlaeg-
gende veerktgj indskudssaetningen.

Saetning 3: Kvadratsummen af diagonalerne
Lad ABCD veere et parallelogram, lad x og y betegne de to sidelaengder, og lad d, og d, betegne de to
diagonaler. Sa gzelder:

d’+d,> =2x*+2y’

Tegn et parallelogram ABCD og

tegn diagonalerne.

Seet betegnelser pa sider og diago-
naler:

Geometrisk bevis

Her henter vi viden ind fra trigonometrien og anvender cosi-
nusrelationerne. ~ < A "

[ dl ~ T2
Leeg meerke til, at parallelogrammet kan klippes i trekanter op 1-'; T A . H . ) v
pa to mader, som du ser pa figuren. ‘ _ x\x._“ di™. “

X
Cosinusrelationerne i trekant T1:
d’=x"+y>—2-x-y-cos(v) , _
hvor v er vinklen mellem siderne x ogyitrekant T1. s ! —
v 13 g2

Cosinusrelationerne i trekant 73: 5 ' .. ry /Y
d,’=x*+y’—2-x-y-cos(w) , y _ )
hvor w er vinklen mellem siderne x og y i trekant T3. v

1. Argumenter nu for, at w=180—v.

2. Argumenter for, at vi deraf kan slutte, at cos(v) =—cos(w)

3. Konkluder nu ved at lzegge de to ligninger sammen.

Bevis med anvendelse af vektorer
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Af tegningen af parallelogrammet ser vi:

o=l a5
d, =|Ac| =[5 + b¢| =[5 + 48
Kvadratsaetningerne for vektorer giver nu:

RN —2 - —\2 —2 —2 -
d =|AD—AB| =(AD-2B) =|AD| +|AB| —2-AD-AB

- —2 - —\2 RN 2 -
d,’ =|AD+AB =(AD+AB) =[AD +2-AD-AB

Leeg sammen og konkluder.

2+‘TB

1.4 Midtnormaler og hgjder i en trekant

Uddannelse

EGMONT

Saetning 4: Midtnormalerne i en trekant

centrum for en omskreven cirkel.

| enhver trekant gzelder, at de tre midtnormaler skaerer hinanden i samme punkt, og at dette punkt er

Vi tegner en trekant ABC, og markerer de tre midtpunkter,
M,,M, og M,

Vi oprejser de vinkelrette i punkterne M, og M, . Disse to midt-

normaler skaerer naturligvis hinanden i et punkt M.

Spgrgsmalet er nu, om den tredje midtnormal vil ga gennem det
samme punkt. Dette kan omformuleres til fglgende, der er lettere
at undersgge:

Vi traekker linjen fra M til M_ . Spgrgsmdlet er nu, om denne linje

er midtnormal til den sidste side.

B

Geometrisk bevis

Ogsa her anvender vi en viden om kongruente trekanter:

1. M ligger pa midtnormalen gennem M, . Argumenter for, at heraf kan slutte, at trekanterne AMM,, og

CMM, er kongruente.

2. Nu ved vi altsa, at MA og MC er lige lange. Argumenter pa samme made for at MC og MB er lige lange.

3. Nar MA og MC er lige lange, og ligeledes MC og MB er lige lange, sa er MA og MB er lige lange.

4. Argumenter for, at trekanterne BMM. og AMM._. er kongruente.
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5. Argumenter ud fra punkt 4, at sa ma vinklerne ved M, vaere lige store og derved veere lig med 90°. Dvs.
linjen MM, er midtnormalen til c. Altsa midtnormalen til c gar ogsa igennem M.

Vi bemeerker, at undervejs i beviset fik vi som et “spinoff” resultatet, at der er lige langt fra M til de tre hjgr-
ner, dvs. M er centrum for en cirkel gennem de tre hjgrner.

Bevis med anvendelse af vektorer

Hvis M ligger pa midtnormalen gennem M_, sa skal geelde, at MM, 1 AB.

| vektorernes verden undersgges dette ved at se, om skalarproduktet er 0: MM, AB=07?
Vi anvender nu, at M_er midtpunkt, dvs. saetning 1:

1. Vis, at MMC~,E3:O er ensbetydende med: (%-(TB+%-&—O_M)-Z§:0

—2 —2 _
2. Omskriv denne ligning til: —;‘(OB —0A ):OM‘AB

Det er dette vi gnsker at vise. Men nu udtrykker vi blot det vi ved pa samme made:

3. Vis, at
MM, -CB=0 < (4-0B+1-0C-0OM)-CB=0

MM, -AC =0 (4-0A+41-0C-0M)-AC =0

4. Vis, at dette kan omskrives til:

.(af_c?cz):m@

(S5

=

(oc" -0a")=om-ac
5. Adder de to ligninger og vis, at vi kan omskrive til det gnskede:
—2 —2 -
—;‘(OB —0A ):OM‘AB
Dette udtrykte som vi sa ovenfor, at MM_ L AB, dvs. M ligger pa midtnormalen gennem M. .

Vi bemeerker, at her skal vi tilfgje argumentet, at hvis M ligger pa alle midtnormaler, er der lige langt til alle
hjgrner, dvs. M er centrum for en cirkel gennem de tre hjgrner.

Saetning 5: Hejderne i en trekant
| enhver trekant geelder, at de tre hgjder skaerer hinanden i samme punkt
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Tegn en tilfeldig trekant, ABC, og tegn hgjderne fra A og B
fra B. ™
™,
. o . . ~, Ha
Hgjderne skeaerer de modstdende sider i henh. H, og H, . /
y ™,
. . . . H,/ N\
Hgjderne skaerer hinanden i et punkt, vi kalder for H. p, i \
4 ™
Traek linjen fra H til C. Pastanden er nu, at denne linje lig- A ”'j e
1
ger pa hgjden fra C.

Geometrisk bevis

En af de centrale erfaringer, man gg@r sig nar man
har arbejdet med mange og mange forskellige geo-
metriske problemer er, at man aldrig skal veere O . ’ S A
"bange” for at udvide den givne tegning ved at til- N N /

faje nye linjer.

At tegne en sadan linje, der fgrer mod malet, hgrer N AN
til kategorien "at fa en god ide”. Gode ideer kom-

mer ikke ud af det bla, men bygger pa ens viden og
erfaring. | dette tilfaelde har vi allerede en vis viden S A
om linjer ved trekanter: Saetning 3 siger at midt-
normalerne skeerer hinanden i et punkt. \

Hvis vi nu gennem A tegner en linje parallel med g, B
gennem B tegner en linje parallel med b, og gen-
nem C tegner en linje parallel med c, sa far vi en ny
trekant A’B’C’.

1. Argumenter for, at de tre hgjder i den gamle trekant ogsa star vinkelret pa siderne i den nye store tre-
kant.

2. Firkanterne ABA’C, AC’BC, ABCB’ er ud fra konstruktionen alle parallelogrammer (overvej det!).
Anvend dette til at vise, at vise:
|c'8|=|BA] |B'cl=|cal  |c'A|=|AB]

3. Anvend nu sztningen om midtnormalerne til at konkludere at de tre hgjder skeerer hinanden i samme
punkt.

Bevis med anvendelse af vektorer

Vi tegner lige trekanten med de to hgjder samt linjen fra
Ctil H igen. Vi skal vise, at CH ligger pa hgjden fra C.
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1. Vived, at B
_ — _— i,
BH 1 AC, og derfor: BH-AC=0
AH LEE, og derfor: AH-BC =0 . Ha
Omeskriv til: (EE+E/—7)-2\E:0 /
e — H R
(Ac+cH)-BC=0 Y

2. Vis, at vi ud fra de to ligninger far fglgende:
CH-AC—-CH-BC=0

3. Vis, at dette kan omskrives til: CH-AB=0
og konkluder, at CH ligger pa hgjden fra C

Selv om det geometriske bevis rummer et flot argument, sa bygger det jo grundlaeggende pd, at man far
den gode ide med at tegne den store trekant. Vektorbeviset er derimod helt ligetil.

1.5 Medianerne i trekanter og i tetraedre

Saetning 6: Medianerne i en trekant

| enhver trekant gzelder, at de tre medianer skaerer hinanden i samme punkt, og at dette punkt deler
hver af medianerne i forholdet 2:1

Pa vektorform: punktet M er bestemt ved:

OM=1.0A+1.0B+1-0C

Tegn en tilfeeldig trekant, ABC, og tegn medianerne fra A B
og fra B. i

. . I ve / \ Ma
Medianerne skaerer de modstaende sider i henh. Y e

M\
M, ogM,. N\ \
AE— Ub— C

Medianerne skzerer hinanden i et punkt, vi kalder for M. ‘

Geometrisk bevis

Vi skal vise, at punktet M deler medianerne i forholdet 2:1, dvs. vise, at |BM| = 2~|MMb| og |AM| = 2~|MMG

. Kan vi vise det, sa ville vi fa samme resultat, hvis vi startede med medianerne M, og M, . Men det ma be-
tyde, at punktet M bade er skaeringspunkt for M_ og M, og for M, og M_, dvs. medianerne skarer hinan-
den i det samme punkt M.
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Nar vi skal vise noget om et forhold mellem siderne, sa er
metoden normalt at lede efter ensvinklede trekanter.

Hvis vi placerer os i C og herfra skalerer trekant ABC ned
med 1, sa vil A blive fgrt overi M, og Boveri M,, og

dermed linjen AB over i linjen fra M, til M, .

Heraf far vi, dels at linjerne AB og MM, er parallelle, dels ‘ _1};;

at |M,M,|=1-|A8].

1. Vis at trekanterne MAB og MM, M, er ensvinklede.
2. Vis at |AM|=2|MM,| og |[BM|=2-|MM,)|

3. Forklar, hvordan vi med en anden tegning tilsvarende kunne na frem til, at |BM| = 2-|MMb| og

lcm| =2 |Mm,|.

3. afslut nu selv beviset ved at argumentere for, at vi heraf kan slutte det, seetningen siger.

Bevis med anvendelse af vektorer

| trekant ABC tegner vi medianen fra A, og afszetter punk- B
tet M pa medianen sdledes at AM =2-AM, . Vivil finde f_!h\
et udtryk for M, eller som vektor: for oM ,ogud fra / \a

dette argumentere for, at medianerne skaerer hinanden i

M. ,fa M.~ \
e

1. Vis at: A
OM =0A+2-AM,

=0A+2-(0M, - 0A)

2. Udnyt at M, er midtpunkt, og anvend saetning 1 til at omskrive sa vi fgr fglgende udtryk:

OM=1.0A+1.0B+1-0C

3. Argumenter nu for, at uanset hvilken median vi var startet med, sa ville vi fa samme formel, og for, at
dette viser satningen.

Igen ser vi, at selvom det geometriske bevis kan vaere smukt i sit reesonnement, sa skal vi her hver gang mo-
bilisere en ny viden om geometri, mens det vektorielle bevis igen hovedsageligt anvender indskudssetnin-
gen. Begge beviser bygger pd den formodning om forholdet 2:1 som udtrykkes i saetningen. Hvorndr man
farste gang indser dette ved vi ikke, men det er tidligt i den graeske matematiks historie, og det er sikkert
som meget andet opstdet ud fra erfaringen - og derefter praver man at bevise det.
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Pvelse 1.1

Argumenter for, hvorfor medianernes skaeringspunkt ogsa kaldes for trekantens tyngdepunkt.

(Hint: Vi forestiller os, at trekanten er en fysisk genstand med en ensartet masse, fx en pap-trekant. Argu-
menter fgrst for at en median deler en trekant i to med ens areal. Tegn derefter linjer gennem hver af de to
trekanter, der er parallelle med medianen og som har samme afstand til medianen. Vis at disse linjer har
samme laengde. Konkluder)

Saetning 7: Medianerne i et tetraeder
| et vilkarligt tetraeder ABCD skzerer de 4 medianer hinanden i samme punkt M.
Punktet M er bestemt ved:

OM=1.0A+1.0B+1.0C+1.-0D

Vi tegner et tetraeder ABCD (en trekantet pyramide),

B

og skal altsa forestille os, at i trekanten i bunden rager
punktet D ud af fladen, ud mod os.

Hver af de 4 sideflader er en trekant og for hver af
dem bestemmer vi medianernes skaeringspunkt. Det
er pa figuren markeret som M,,M,,M, og M, .

Tetraederets medianer er linjerne fra et hjgrne til den
modstaende trekants medianpunkt (tyngdepunkt). Se
figuren. Den ene pastand i seetningen er nu, at disse 4

linjer gar gennem samme punkt. Den anden pastand
er at dette punkt er “gennemsnittet” af de 4 hjgrne-
punkter.

Vi vil kun gennemfgre et vektorielt bevis, da det geometriske bliver for indviklet i det generelle tilfeelde. Vi
vender tilbage til det geometriske bevis i tilfaeldet med et regulzert tetraeder (alle sider har samme
leengde).

Lad M vaere bestemt ved at punktet ligger pa medianen AM,, og at det deler denne i forholdet 3:1. Dvs.
AM = 2. AM, . Dette skriver vi pa vektorform og finder et udtryk for OM :
OM =O0A +AM
=0A+3-AM,

=0A+2-(OM, - 0A)
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Pvelse 1.2 B

a) Argumenter for omskrivningerne og fuldfgr selv disse, ved
at udnytte saetning 6.

b) Argumenter for, at nar vi har fundet dette udtryk for oM ,
sa vil punktet M vaere et faelles skaeringspunkt for de fire me-
dianer. A

Vi vil i naeste kapitel studere det regulaere tetraeder naermere, specielt "skelettet” med de 4 ben ud fra M.
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2. Skummets lokale struktur og tetraederets egenskaber

| filmen fortzeller Steen Markvorsen om Plateaus observationer fra 1873 om skumstrukturer: Lokalt omkring
knudepunkter er strukturen lineaer. | knudepunkterne mgdes altid fire kanter, og det sker pG en mdde, sd
vinklen parvis mellem kanterne altid er den samme, nemlig arccos(—1). | dobbeltbobler er vinklen mellem

fladerne altid 120°. Og i dobbeltbobler, der er bygget af stykker af tre kugleflader, gaelder der en seerlig
smuk relation mellem kuglernes krumning — dvs ogsG mellem deres radier. At skumstrukturer lokalt faktisk
opfarer sig sadan blev som fortalt i filmen fgrst vist i henh. 1976 og 2002.

| dette kapitel antager vi, at tetraederet faktisk er en korrekt matematisk model for den lokale struktur, og
laegger op til, hvordan man ud fra dette kan argumentere for de omtalte egenskaber.

Bemeerk, at det konsekvent drejer sig om et reguleert tetraeder, dvs en trekantet pyramide, hvor kanterne
har samme laengde, som vi af nemheds grunde saetter til 1.

Da hver af de fire sideflader sdledes er ligesidede trekanter, sG er medianen og hgjden sammenfaldende.
Det ggr det forholdsvis enkelt at udregne de forskellige stgrrelser i tetraederet.

2.1 Den lokale struktur

Vi tegner et reguleert tetraeder ABCD, og skal altsa forestille os, at i
trekanten i bunden rager punktet D ud af fladen, ud mod os.

Hver af de 4 sideflader er en ligesidet trekant og for hver af dem be-
stemmer vi medianernes skaeringspunkt. Det er pa figuren markeret
som M,,M,,M, og M, .

Tetraederets medianer er linjerne fra et hjgrne til den modstaende A
trekants medianpunkt (tyngdepunkt). Se figuren. | kapitlet om Vek-
torernes beskrivelseskraft har vi vist, at disse 4 medianer altid, i et-
hvert tetraeder og ikke kun i de reguleere, skaerer hinanden i et og

samme punkt. Pa figuren er dette betegnet M.

Endvidere har vi der vist, at dette punkt deler hver af tetraederet

medianer i forholdet 3:1.

Hvis vi lige for en stund skreeller alle “mellemregningerne” vaek, sa har vi fglgende situation:
B

N,

/‘\w

Af symmetrigrunde er det klart, at D

Pa den fgrte illustration har vi blot
medtaget tetraederets 4 hjgrner og
midtpunktet, medianernes skaerings-
punkt, M.

Pa den naeste illustration har vi far- — B
velagt to af de flader, som hjgrne-

punkterne danner sammen med M.

de tre vinkler mellem disse tre flader
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er lige store, og at de derfor hver er
120°.

Dette er den fgrste af Plateaus observationer.

2.2 Vinklen mellem kanterne er arccos(—1)

Den naeste rummer lidt stgrre udfordringer, da det vedrgrer vinklerne mellem benene fra M og ud til de 4
hjgrner. Pa den fgrste illustration nedenfor, den som Steen Markvorsen kalder ”det lineariserede Plateau-
skelet”, er det fx vinklen mellem MA og MB. | filmen fortaller Steen Markvorsen, at denne vinkel altid er

arccos(—1). Det er den anden af Plateaus observationer.

H_ B

M

D

For at na frem til at bevise det, ma vi tage udgangspunkt i konstruktionen, se den midterste figur. Vi ved, at
M deler medianerne i forholdet 3:1, sa vi har pa den tredje illustration trukket denne median op, og ligele-
des tegnet medianstykket fra A til M, i trekant ACD. Den rgde trekant er en retvinklet trekant, vi kender
kantleengden, som vi har sat til 1, sa denne trekant ma kunne anvendes til at beregne hgjden H i tetraede-
ret, altsd stykket BM,. Men vi mangler at kende laengden af stykket AM, .

Vi klipper trekant ACD ud, og
har markeret de kendte side- A
leengder. Den er jo tegnet i et

rumligt perspektiv, sa vi husker,

at medianen ogsa er hgjde, da 1 1

det er ligesidede trekanter, dvs. M1 “

vi i virkeligheden har en situa- D l

tion som i den hgjre illustration. D C
L E Ls

Dvelse 2.1

a) Vis, at |AE| =\E.
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3

b) Udnyt, at M, er skaeringspunktet for mediaanerne til at vise, at |AM1| :?

Vivil nu beregne hgjden i tetraederet og ud dette beregne laengden af stykket BM. Af symmetri svarer
dette ogsa til lengden af de andre tre ben.

Vi betragter vores oprindelige konstruktion og klipper den rgde trekant ud, som det er sket i den hgjre illu-
stration:

Dvelse 2.2

a) Vis, at leengden af stykket BM er:

2
|BM,| = 3

b) Vis, at |BM|=\/§ , 08 |MM1| - 1

24
(Hint: Anvend, at M deler medianerne i
forholdet 3:1)

Vi traekker nu linjen fra A til M i trekanten. Vinklen mellem MA og MB er den sggte vinkel i “det linearise-
rede Plateau-skelet”: Trekanten er set i et lidt skaevt perspektiv, sa vi drejer den lige, sa vi har den i front —
se den tredje figur.

B B B

M1 D

Trekant ABM, er retvinklet, og trekant ABM er ligebenet. Vi kalder den sggte vinkel u og de to andre i

ABM, for v. Der er nu to lidt forskellige metoder til at vise det spgte resultat.

@velse 2.3 Metode: Anvendelse af de trigonometriske additionsformler
a) Argumenter for, at trekant ABM, giver os:

2 . 3
cos(v)=,|]— og sin(v)=—
v) 5 08 v) 3
b) Argumenter for, at u=180—2v, samt at cos(u) =—cos(2v).
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c) Anvend additionsformlen for cosinus, eller mere direkte: formlen for cosinus til den dobbelte vinkel til at
fa resultatet:  cos(u) =1—2-cos*(v).

d) Kombiner nu resultaterne sa du nar frem til: u=arccos(—3).

Dvelse 2.4 Metode: Anvendelse af cosinusrelationerne
a) | trekant ABM kender vi siderne: AB=1o0g AM =BM = \/g

b) Vis, at cosinusrelationerne for trekant ABM giver fglgende
l=a’+b*—2-a-b-cos(u)

=z-[@2-<1—cos<u>>

c) Argumenter for, at dette giver os:

cos(u)=—% ,dvs u=arccos(—%
Vi har hermed argumenteret for, at den matematiske tetraeder model for seebeskummets opfgrsel ved
knudepunkterne opfylder de fgrste to af plateaus tre regler:

1. De tre flader, der mgdes, danner parvis vinkler pa 120°.
2.1 et knudepunkt er vinklen mellem hvert par af kanter lig med arccos(—%).

2.3 Sammenhangen mellem middelkrumningerne i en dobbelt-bobbel

Plateaus 3. regel rummer en karakteristik af celleveeggene, samt relationerne mellem dem, hvor de mgdes.

En celleveeg er altid en flade med konstant middel-
krumning — men ikke ngdvendigvis et stykke af en
kugleflade. Denne del vender vi tilbage i et materiale
om "rullefigurer”. Men yderligere gzlder der, at hvor
cellevaeggene mgdes, der hersker der en slags “ohms
lov” mellem deres middelkrumninger.

Dette behandler vi her i det naest-simpleste tilfeelde,
nemlig for en dobbelt-bobbel. Dobbeltbobler bestar
af to bobler, der er "svejset sammen”. Hvor de to bob-
ler er “svejset sammen”, er der en tredje cellevaeg,
der holder de to boblekamre adskilt. | dobbelt-bobbel
tilfaeldet er fladerne faktisk dele af kugleflader.

Vi tegner et lodret snit gennem en dobbelt-bobbel.
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De to bobler her centrum i hen-
holdsvis C, og C,, med radier hen-
holdsvis R, ogR, .

Boblerne mgdes i en ring, der er
kanten af et stykke af en kugleflade,
og denne store kugle, som i filmen
kaldes den virtuelle kugle, har cen-
trumi C,ogradius R, .

Pastanden er nu, at der geelder fgl-
gende relation mellem de tre radier:

1 1 1
—=— (¥
RO R2 Rl
Kuglerne har konstant krumning,
1 . .
H, =F' sa (*) kan ogsa udtrykkes:

H,=H,—H,

Den position radierne og krumningerne i de to "rigtige” bobler indgar pa i de to relationer er naturligvis be-
stemt af, hvilken der er den mindste. Pa tegningen er kugle nr. 2 den mindste, sa den har den stgrste krum-

ning.

Pa en lille ekstra filmstrimmel, du kan hente her gennemfgrer Steen Markvorsen et intuitivt simpelt og ele-
gant argument for formlen, der inddrager en viden om de fysiske forhold vedrgrende tryk og radius.

Vi vil her gennemfgre et argument, der bygger pa vores trigonometriske viden. Vi betragter de to trekanter
C,SC, og C,SC, . Pa tegningen har vi indtegnet tangenterne til de tre cirkler (snittet af kugleskallerne),

henh. T7,,T, og 7,. En tangent star vinkelret pa radius i cirklen. Samtidig ved vi fra Plateaus fgrste observa-

tion, at vinklerne mellem tangenterne, som jo er vinklerne, hvor kugleskallerne mgdes, er 120°. Vi kender
altsa de tre vinkler, der pa tegningen er angivet med en sort, en bld og en rgd vinkelbue.

@velse 2.5 Vinklerne mellem de tre radier
Vis, at vinklerne mellem radierne R, og R, og mellem R, og R, begge er 60°.

@velse 2.6 Trekanternes vinkler
Vi giver vinklen £ZC,C,S navnet a. Argumenter sa for, at trekanternes vinkler er som angivet pa tegningen:
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S

A
, 1 ~a

60T 00 7T

RII,", \R2 H“\B‘O*
A o 80—«
A120-a A 060 p~.
C1 2 Co

@velse 2.7 Anvendelse af sinusrelationerne
Vis, at sinusrelationerne for de to trekanter giver fglgende ligninger:
a) venstre: H, -sin(&) = H, -sin(120 — )

b) hgjre: H, -sin(a —60) = H, - sin(180 — @)

@velse 2.8 Anvendelse af enhedscirklen
Argumenter med brug af enhedscirklen for fglgende identiteter:

a) sin(180— @) =sin(@)
b) cos(60) =1

c) sin(60)=L

d) cos(120)=—1

e) sin(120)=L

@velse 2.9 Anvend additionsformlerne
For sinus og cosinus geelder en reekke formler, der binder funktionerne sammen og som ggr det muligt at

bryde sammensatte udtryk op i mere simple bestanddele. Blandt disse er de sakaldte additionsformler, og

en af disse kan skrives pa formlen:
sin(x —y) = sin(x) - cos(y) —sin(y) - cos(x)

Udnyt nu denne samt resultaterne i gvelse 8, til at omskrive de to ligninger gvelse 7 til fglgende:
. 3 1 .
a) H,-sin(a)=H, % -cos() +E~ H, -sin(&)
1 . 3 .
b) 5 H, -sin(a) —H, % -cos(ar) =H, -sin()
3 . - . .
Isoler udtrykket H, -—cos(«) i de to ligninger og vis, at vi herved kan udlede:

c) (%Hz —Hoj -sin(@) = (Hl —%sz -sin(ay)

d) Udled nu det gnskede resultat:
Hy=H, —H,
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3. Krumning af kurver

Materialerne i dette kapitel er hentet fra kapitel 6 i Hvad er matematik? A.

3.1 Kurver har en krumning, hvis de er lokalt cirkulaere
En kurve i planen eller i rummet, der kan betragtes som den banekurve en partikel gennemlgber i Igbet af

en vis tid, kaldes for en parameterkurve. Det punkt P,som partiklen befinder sig i til tiden t, kan beskrives

ved stedvektoren r(t)=0P,, og r(t) kaldes en vektorfunktion. Nar r(t) skrives saledes:

t
F(t)= (X( )j
y(t)
kaldes x(t) og y(t) for koordinatfunktioner.

| teorien for vektorfunktioner lserer man at bestemme differentialkvotienter ved at differentiere koordinat-

’

7

x (t
vis. Som med reelle funktioner angiver hastighedsvektoren r'(t) =( ;j retningen for tangenten til kurven,

mens den dobbelt afledede, accelerationsvektoren r”(t) er et mal for, hvordan tangenten varierer - og vari-
ation er bade mht. stgrrelse og retning. Men vi skal passe pa med direkte at overfgre metoder fra teorien
for reelle funktioner, for selv om banekurverne tegnes op i et almindeligt 2D koordinatsystem, sa er der en
tredje variabel i spil, tiden t. Eksempelvis skal krumningen af en given cirkel naturligvis ikke afhaenge af,
hvor hurtigt vi gennemlgber den. Nar vi maler krumning skal vi altsa i en vis forstand ”nulstille” maden vi
gennemlgber kurven pa, og alene se den som en geometrisk figur.

Vi vil forsgge at traekke pa erfaringen fra reelle

funktioner, hvor vi sagde, at en funktion er diffe-
rentiabel, hvis den er lokalt lineaer, og hvor vi
knyttede den fgrste afledede til en ret linje, nem-
lig tangenten. Linjer er de mest simple geometri-
ske figurer. Den naest mest simple geometriske fi-
gur er en cirkel. Krumningen af en kurve i et be-
stemt punkt P vil vi derfor sgge at knytte til en
cirkel, der lokalt i punktet P fglger banekurven.
Geometrisk kan vi forestille os det sdledes: Nzer-
mer vi os punktet P fra begge sider, og veelger vi

P og to punkter taet ved P, s3 vil disse tre punkter
bestemme en trekant, der har en omskreven cir-

kel. I kapitel 1 om vektorer og trekanters egen-

skaber, var et af resultaterne, at midtnormalerne | ys, nabopunkterne Q og R naermer sig grafounktet P, vil den

skaerer hinanden i samme punkt, de er centrum omskrevne cirkel for trekanten PQR naerme sig den bestemte cir-

for den omskrevne cirkel. Pa figuren har vi derfor kel, der kaldes krumningscirklen. Man siger ogsd at denne cirkel
konstrueret midtnormalerne. Nar vi sdledes triller | ~Kvsser” kurven ipunktet P. Det engelske navn er osculating
circle. PG hjemmesiden af Hvad er matematik? A kan du finde

ind mod P, vil disse cirkler nzerme sig en bestemt . i ) .
en interaktiv version af figuren.

cirkel, der kaldes krumningscirklen i punktet P

Videoerne hostes af L&R Uddannelse A/S ® Vognmagergade 11 ¢ DK-1148 ¢ Kgbenhavn K o TIf: 43503030 ¢ Email: info@Iru.dk.

24



Matematisk forskning LR
10 danske matematikere — 10 matematiske fortaellinger Uddannelse

Projektmateriale 1 i tilknytning til Steen Markvorsen: Skumstrukturer og minimalflader EGMONT

Cirklerne er altsa byggeklodserne, hvormed vi skaber alle andre kurver. For at fa en bedre fornemmelse af
krumningsmalet vil vi derfor betragte en prototype pa en kurve, nemlig en cirkel med radius R. Cirklen er
placeret i et koordinatsystem, og kan her beskrives ved parameterfremstillingen:

~ x(6) R-cos(0)
r<0)=[ j{ . J (*)
y(0) R -sin(6)

hvor @ er vinklen - malt i radianer - som retningsvektoren til punktet er drejet i forhold til 1. aksen. Der er
tale om en jeevn cirkelbevaegelse, da der blot indgar 4.

Vi vil nu bestemme den fgrste og anden afledede af r(8), men som omtalt ovenfor skal vi “nulstille” maden
vi gennemlgber kurven pa, og alene se den som en geometrisk figur. Angiver @ fx tiden kan vi se, at alle
cirkler gennemlgbes pa samme tid, sa farten pa store cirkler er meget stgrre end farten pa sma cirkler. Skal
vi kunne sammenligne krumninger, skal farten vaere den samme. Dette sikrer vi ved en sakaldt om-parame-
trisering, hvor parameteren 6 erstattes af en ny s, der angiver laengden af buen, vi gennemlgber.

Hvis s betegner det stykke pa cirklen et punkt har bevaeget sig siden starten, sa har vi:

s=R-6 Overvej selv dette!
s
92; Roker rundt

Indsaet og differentier mht s:

R-cos 2 R-
R

, der giver: F(s)= =

) rveoli)) L)

@velse 3.1: Hastigheds- og accelerationsvektor for omparametriseret cirkelbevaegelse
a) Beskriv retning og laengde for hastighedsvektoren 7(s) .

3] [+

r(s)=

(;) 1(_@(9)}

—n . 1
b) Vis at accelerationsvektoren r’(s) er lig med — =— ]
—sin(8)

()
—cos(ﬁ)}

c) Beskriv retning og laengde for vektoren )
—sin(6)

Denne lille gvelse giver os allerede nu to helt centrale erkendelser, som i en vis forstand er grundlaget for al
krumningsteori: Nar vi omparametriserer en cirkelbevaegelse til buelaengde, sa er:
a) Laengden af hastighedsvektoren v =r'(s)=1

= 1
b) Langden af accelerationsvektoren a=v =r'(s)=—
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Dette vil vi gerne generalisere:

Hastighedsvektor for en banekurve.
Lad os betragte en generel banekurve beskrevet af vektorfunktionen r(t) . Hastighedsvektoren er

V(t)=r'(t). Vi gnsker at omparametrisere til buelaengde s. Buelaangden kan betragtes som en funktion s(t),

og leengden af stykket, der er gennemlgbet fra t, til t er givet ved:

s(t) = L:|\7(x)|dx - It:|F'(x)|dx

(En naermere redeggrelse for dette kan du finde i appendiks 1)

Analysens hovedsatning fortzeller os, at:
S =[] =V ) (*)
Udnyt dette til at Igse fglgende:

@velse 3.2: Hastighedsvektoren pa en omparametriseret bane er en enhedsvektor
For en generel banekurve beskrevet ved vektorfunktionen r(t) galder, at nar man omparametriserer til

buelaengde: r(s)=r(s(t)), sa far hastighedsvektoren laengde 1, dvs farten bliver konstant 1:
F(s)= & , hvoraf |\7(5)| = |F’(s)| =1
rt)

(Hint: Anvend sammensat differentiation: ar = ar ds )
dt ds dt

Krumning for en banekurve.
1
Tallet 7 er et godt mal for krumningen af cirkler - overvej selv hvorfor.
—cos(6)
,0
—sin(8) g

denne enhedsvektor er vinkelret pa hastighedsvektoren. Dette er karakteristisk for cirkler. For generelle

. 1 .
| gvelse 1.1 sa vi, at tallet E optraeder som en konstant der er ganget pa enhedsvektoren

banekurver, vil accelerationsvektoren altid kunne skrives som en sum af to vektorer, en i hastighedsvekto-
rens retning, og en vinkelret herpa:

F(t)=rt)+r () (**)
Den farste vektor, der falger banekurvens retning, kaldes for den geodeetiske krumning. Den sidste vektor,
der er vinkelret herpd, repraesenterer generaliseringen af cirklens krumningsmdl, og det er denne, der skal
give os det generelle mdl for krumning, den sékaldte normalkrumning.

Hastighedsvektoren bliver en enhedsvektor, nar vi omparametriserer. Dette giver os metoden til at genera-

lisere cirklens krumningsmal. Lader vi nemlig € betegne en enhedsvektor i hastighedsvektorens (dvs. tan-
gentens) retning sa geaelder:

(é)=e-e=1 Udnyt formlen E-E:|5|-‘E‘~cos(v)
2-¢-é=0 Differentier pa begge sider
gle Udnyt saetning om ortogonalitet
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Dvs. betragter vi en enhedsvektor € itangentens retning, sa vil den afledede € af denne sta vinkelret pa

tangenten, eller sagt med andre ord: vaere parallel (og proportional) med e . Bemaerk, at dette resultat er
uafhaengigt af, om vi differentierer mht. s eller t.

@velse 3.3. Tilfaeldet hvor € =0

Ovenfor sluttede vifra 2-"-é =0til & Lé. Men der er jo ogsa et andet tilfeelde, nemlig &' =0.
Da e er en enhedsvektor, sa kan den kun variere mht. retning, ikke mht. laengde.

Argumenter nu for, at dette tilfeelde svarer til at banekurven er en ret linje.

Har vi omparametriseret til bueleengde s, sd er € =r(s), og € =r"(s) . Dvs. er kurven parametriseret med

buelaengde, er den geodaetiske krumning 0. Og hele krumningsmalet er udtrykt gennem normalkrumnin-
gen, som det derfor giver god mening blot at kalde for krumningen.

Undersggelsen af krumningsbegrebet konkluderer vi derfor med fglgende definition:

Definition: Krumning for en vilkarlig differentiabel banekurve 8
A

Givet en banekurve. Krumningen i et punkt P er proportionali-

. de
tetskonstanten x i formlen: d_
s

K-e,

hvor é er en enhedsvektor med samme retning som tangenten i
P, og s er den gennemlgbne straekning (kurvelaengden).
Krumningscirklen i punktet P er cirklen med samme tangent i P

og med radius bestemt af x = %

3.2. Krumningen for en banekurve

Vi har nu defineret et krumningsbegreb, der generaliserer vores intuitive opfattelse af cirklers krumning.
Laeg maerke til at vi differentierer med hensyn til buelaengden, sa krumningen alene afhaenger af banekur-
vens form og ikke af fx hvor hurtigt vi gennemlgber den. Men det betyder ogsa at formlen er lidt vanskelig
at udnytte i praksis. Vi har jo normalt ikke et simpelt udtryk for buelaengden s. Vi vil derfor udlede en for-
mel for krumningen, som vi umiddelbart kan regne pa.

Lad os betragte den fysiske situation, hvor en bil skifter retning, fx fordi den gar ind i et sving. Bilen udsaet-
tes for en centripetalacceleration, og der skal derfor vaere en kraft, der hindrer udskridning. Denne kraft
kommer fra gnidningen mellem deek og vejbane. Hvis der er meget glat pa vejbanen, kan gnidningen ikke
levere den forngdne kraft, og bilen skrider ud. Med en given fart er det radius i svinget, der bestemmer
stgrrelsen af centripetalaccelerationen. Gnidningen saetter altsa graenser for hvor kraftigt bilen kan svinge.
Det samme galder for vejsving, hvor radius er fast. Her saetter gnidningen en graense for hvor hurtigt man
kan kgre rundt i svinget. Da gnidningskraefter af denne slags typisk er proportionale med genstandens
masse betyder det i praksis at der er en gvre graense for hvor stor centripetalaccelerationen ma blive.

Bevaegelsen er bestemt af to faktorer - retning og fart. For at fa det klart frem skriver vi:
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v=v-é

hvor e er en enhedsvektor i bevaegelsens retning. Denne enhedsvektor e rummer altsa informationen om
bevagelsens retning, hvor vi er pa vej hen, mens farten v rummer informationen om hvor hurtigt vi bevae-
ger os, dvs. hvor hurtigt vi kommer frem.

Ved differentiation af hastigheden fas accelerationen:

= ) dv e
a(t)—dt ™ ™ e+v ™ v (t)-e(t)+v(t)-et)

Her peger det fgrste led netop i bevaegelsens retning.
Det andet led star vinkelret pa beveaegelsen, som vi sa i afsnit 1. For at fa krumningen i fokus skal vi differen-

tiere mht. s.

Ved brug af reglen for sammensat differentiation fas:

L.\ _dE_dé ds
Elt)y="r=" =

_ S~
dt ds dt

(her har vi dels udnyttet definitionen pa krumning, dels formlen (*) fra afsnit 1)

Vi indsaetter i formlen for accelerationen:

G(t)=v/(t)-é+v-&(t)=v(t) E+v?-k-&
Vi er nu klar til at udlede en formel for krumningen, som vi umiddelbart kan regne pa:

Seetning 1: Formel for krumningen af en banekurve

Krumningen for en kurve med parameterfremstillingen ;(t) er givet ved:

_av _x(t)y'0) -y

- 3 3/2 (1)
V(WP +or)”

Bevis

Vi prikker med 3, for at fjerne fgrste led

6-\%2%(6-3) Udnyt, at V:v-égiverﬁzvé
6~\%:v~(v'(t“)‘@+v2 ~ K‘é)é Indsaet udtrykket for d

G-v=v (v'(t)-§-3+v2-lc-§-é) Udnyt regneregler og prik ind i parentesen
cﬁ-\%:v-(v2 . K‘) Udnyt, at € og é er ortogonale enhedsvektorer
K= 6v~3\7 Isoler x - stgrrelserne er jo blot reelle tal
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Hermed er fgrste del af saetningen vist.

@velse 3.4
Vis anden del af formlen.

Grafer for reelle funktioner er ogsa banekurver. Vi far derfor fglgende version af saetningen for reelle gra-
fer:

Saetning 2: Krumningen for en graf

Hvis en kurve er givet som grafen for en funktion y = f(x) er krumningen givet ved x=

Specielt vil der i et stationzert punkt, hvor f'(x)=0, geelde x=f"(x) .

@velse 3.5
a) Opskriv grafen som en parameterfremstilling.
b) Bevis seetningen ved brug af formlen i saetning 1

@velse 3.6

a) Bestem krumningen i et vilkarligt punkt af grafen for f(x) =x> —3x*> —2x+1.
Bestem krumningeni x =2
Hvor er krumningen 0? Tegn grafen og undersgg hvad dette er for et punkt.
Hvad sker der med krumningen, nar x —> oo ?

b) Bestem krumningen i et vilkarligt punkt af grafen for f(x)= x?+2x+1
Bestem krumningeni x=1.
Hvad sker der med krumningen, ndr x — oo ?

c) Bestem krumningen i et vilkarligt punkt af grafen for f(x) =x
Bestem krumningeni x=2.
Hvad sker der med krumningen, nar x - 07?

Nar bevaegelsen er 2-dimensional kan retningen for bevaegelsen identificeres med en retningsvinkel 0 (i for-
hold til en fast retning, fx 1. aksen). Vi kan derfor skrive:

T [cos(ﬁ))
v=v-e=v-| | (*)
sin(6)

Saetning 3: Krumningen udtrykt ved retningsvinklen &

. . . do
Krumningen for en kurve i planen er givet ved K:d—,
s
hvor @ er vinklen mellem hastighedsvektoren og en fast retning.
Bemaerkning: | nogle fremstillinger anvendes denne formel som definition pa krumning, hvorefter man udle-

der formlen i vores definition som en saetning.
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Bevis:

d 2
Vi har pr definition: ae_ K-e
ds

Vi udregner nu den afledede ud fra formlen (*) og sammenligner:

dé i(cos(&)j

ds  ds|sin(6)
46 —sin(9)~d—9
—= ds Udnyt sammensat differentiation
ds do

cos(f8)- —

ds
— e 9 N

£=d—0~ sin(®) _d—g-é Udnyt regneregler for vektorer
ds ds |\ cos(@)) ds

Ved at sammenligne de to formler far vi den gnskede formel i satningen.

@velse 3.7. Bevaegelser med konstant krumning er praecis cirkelbevaegelserne
a) Vis, at hvis bevaegelsen foregar pa en cirkel med radius R, sd er s=6-R

1
b) Udnyt seetningen til at vise, at for en cirkel med radius R gzelder: K:E.
c) Hvis der omvendt gaelder, at retningsvinklen er proportional med buelaengden, dvs. 8=k-s, sa kan man
1
vise, at bevaegelsen er cirkelbevaegelse pa en cirkel med radius R :; . Vis den ene dekl af detet, nemlig at

krumningen er konstant.

3.3. Krumning for en kurve i rummet
En kurve i rummet er defineret som en kurve i planen, blot med en ekstra dimension:

x(t)

r(t)=| y(t)

z(t)
Vi finder hastighedsvektor og accelerationsvektor som i planen. Kurvelaengde bestemmes som i planen, og
som det er beskrevet i afsnit 1 og i appendiks. Vi omparametriserer til bueleengde, som vi har gjort i planen,
og vi far de samme resultater, som vi sa i afsnit 1.

@velse 3.8
Vis, at hastighedsvektoren pa en omparametriseret rumkurve er en enhedsvektor.

@velse 3.9
| afsnit 1 betragtede vi en enhedsvektor parallelt med tangenten til en kurve (man kan taenke pa ha-
stighedsvektoren efter en om-parametrisering), og gennemfgrte udregningerne:

(é)=e-e=1 Udnyt formlen E-E:|5|-‘E‘~cos(v)
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-/ — . . o .
2-e-e=0 Differentier pa begge sider
ele Udnyt saetning om ortogonalitet

a) Overvejom disse udregninger ogsa holder i rummet.

b) 1afsnit 1 behandlede vi seerkilt tilfeeldet, hvor & =0
Ggr det ogsa her — hvad er din konklusion?

c) lafsnit 1 konkluderede vi pa tilfeldet & #0, at:

€ er ortogonal til € og derfor er parallel (og proportional) med é.
Hvilken konklusion kan vi drage nar vi er i 3D?

Den grundlaeggende egenskab, vi opdagede i planen, er, at den omparametriserede accelerationsvektor er

ortogonal til € . | rummet kan vi imidlertid ikke danne tvaervektoren 3, her er det en hel plan, der er orto-
gonal til e . Vivil nu ga lidt dybere ind i dette ved at vende tilbage til den oprindelige bevagelse, fgr om-
parametriseringen.

Bevaegelsen i rummet er som i planen bestemt af to faktorer - retning og fart. For at fa det klart frem skri-
ver vi:

v(t)=v(t)-e(t)
hvor e(t) er en enhedsvektor i bevaegelsens retning. Denne enhedsvektor é(t) rummer altsd informationen
om bevaegelsens retning, hvor vi er pa vej hen, mens farten v(t) rummer informationen om hvor hurtigt vi

bevaeger os, dvs. hvor hurtigt vi kommer frem.

Ved differentiation af hastigheden fas accelerationen:

(t)+v(t)-%=v’(t)-é(t)+v(t)-é’(t) *)

d(t)= av(t) _ d(v(t)-e(t) _ d:;(tt) =

dt dt

Accelerationsvektoren er alts en linearkombination af de to vektorer &(t) og &'(t)

@velse 3.10
Vi undersgger fgrst om et af de to led kan vaere 0, dvs om d(t) kunne vaere parallel med en af de to vekto-

rer e(t) og €'(t).
c) Huvis v(t)-é(t)=0 er enten v(t)=0 eller '(t)=0. Analyser de to muligheder.

d) Huvis v/(t)-é(t)=0, sd er V/(t)=0, da enhedsvektoren naturligvis ikke er nulvektoren. Analyser mu-
ligheden v'(t)=0.

Konklusionen pa gvelse 3.10 a) er, at hvis vi ser bort fra tilfaeldet, hvor farten er 0, eller hvor bevaegelsen
foregar langs en ret linje, sa vil accelerationsvektoren ikke veere parallel med tangenten. Bortset fra dette
tilfaelde vil accelerationsvektoren og tangenten altsa veaere lineaert uafhaengige og udspaende en plan.

Vi skriver nu lidt videre pa udtrykket (*) for at komme naermere et udtryk for krumningen af rumkurven:
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_dv(t)

at) =22 &t -+ vie) aelsit)) ds _
dt

delt) _avlt) - dels(t) ds _ o6 &s).
it it e(t)+v(t) Jr—— v (t)-e(t)+v(t)-e(s)-v(t)

For kurver i planen fandt vi et udtryk for krumningen ved at “prikke med” tvaervektoren til v . | rummet kan
vi fa samme effekt ved at krydse med vektor v, fordi hastighedsvektoren fglger tangenten, dvs den er pa-
rallel med e, og dermed er krydsproduktet af de to lig med 0:

alt)=v'(t)-e(t)+v(t)-€'(s)-v(t)

a(t)xv(t)=(V'(t)-é(t)+v(t)-€'(s)-v(t))xv(t)

a(t)xv(t)=v’(t)-€'(s)xv(t)

Vi ved fra gvelse 1.8, at €'(s) Lv . Ser vi alene pa leengderne af vektorerne i den sidste ligning, sa far vi:

|a(e)xv(t)|=v?(t)-|€(s)xv (¢)

|a(e)xv(t)=v?(t)-|e'(s)-|v(t)] her bruger vi €(s) LV

la(e)xv(t)|=v3(t)-|e(s)|
Heraf far vi altsa formlen:

_, a(t)xv(t)

&s) _late<vte) : | (2)

v(t)
@velse 3.11
x(t)
Antag vi har en banekurve i xy-planen. Kurven er graf for en vektorfunktion: r(t)=| y(t)
0
- x(t)
Som todimensional kurve: rxy(t) = ® giver setning 1, at krumningen kan beregnes ved formel 1:
y
o v
v3

Vis, at det tal vi far ved at beregne krumningen med denne formel er det samme som det tal vi far ved at
udregne formel (2) ovenfor for den tre-dimensionale kurve. (Hint: Se fx pa den geometriske tolkning af
henh. prikprodukt og krydsprodukt som arealer)

Nar vi ser bort fra retlinede bevaegelser, der har krumning 0, og de szerlige singulariteter pa en kurve, hvor
hastigheden momentant bliver 0, sa vil hastigheds og accelerationsvektoren udspaende en plan. En normal
til denne plan kaldes for hovednormalen, og vi kan bestemme en vektor langs denne saledes:

axv =r"(t)xr(t)
Normalt er vi interesseret i en enhedsvektor langs hovednormalen. Denne kan fremkomme ved at nor-
mere:
axv _ rt)xr(t)
laxv|  |F"t)x<F @)

=4
Il
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@velse 3.11 begrunder, at vi kan anvende formel (2) som en definition af begrebet krumning for rumkurver.
Dette g@r vi nu med fglgende:

Definition: Krumningen for en rumkurve
Lad 7 (t) veere en vektorfunktion og L veere den rumkurve, som vektorfunktionen bestemmer i R*. Med
r'(t)=v(t) og r’(t) =d(t) betegner vi henholdsvis hastighedsvektoren og accelerationsvektoren hgrende til
vektorfunktionen. Vi betragter et regulaert punkt 7 (t,) =P, dvs et punkt hvor r(t,)=V(t,) # 0 og definerer
nu krumningen af kurven i punktet P, som tallet:
_ lai(t, ) x v (t,)

V)

Ved krumningsvektoren i punktet P, forstas vektoren:
k=x,-N,

o c:7:><\7 _ () X7 (ty)

laxv| [F"(ty)xF (ty)|

er en enhedsvektor i hovednormalens retning.

Bemaerkning 1: | andre fremstillinger defineres krumningen som graensevaerdien af forholdet mellem vink-
len v mellem tangenten i punktet R, og en tangent i et punkt Q, og laengden af kurvestykket s fra Ry til punk-
tet, nar Q bevaeger sig mod ) :

K‘=IimL

A
Ud fra denne definition kan man udlede ovenstaende som en satning, sa de to tilgange er sekvivalente.
Bemaerkning 2: Man kunne tro, at krumningen afhang af parametriseringen, da den defineres ud fra funkti-
|a(t)xv(t)]
v3(t)

set hvilken parametrisering vi har haft af den givne kurve, sa kan formlen for krumningen altsa udtrykkes

oner af t. Men i argumentationen op til definitionen sa vi, at é'(s)|= , hvor s er bueleengden. Uan-

ved banelangden, og er dermed uafhaengig af parametriseringen.

@velse 3.12
En skruelinje eller en helix er den rumkurve du fglger, hvis du gar op i Rundetarn og fglger veeggen hele ve-
jen. Skruelinjer kan betragtes som sammensat af to bevaegelser: en jeevn cirkelbevaegelse rundt om en sym-
metriakse og en jeevn retlinet lodret bevaegelse i symmetriaksens retning. Vi veelger i det fglgende af nem-
heds grunde z-aksen som symmetriakse.

a) Argumenter for, at en skruelinje kan fremstilles ved fglgende parameterfremstilling:

a-cos(b-t)
r(t)=| a-sin(b-t) |, hvor a, b og h er bestemte tal
h-t
b) Bestemt hastigheds- og accelerationsvektorerne.

c) Giv en tolkning af tallene a og b.
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d) Vis atvi kan vaelge de tre tal a, b og h (pa mange mader), sa skruelinjen parametriseres med bue-
leengde. (Hint: Udnyt, at en parametrisering med buelaengde er karakteriseret ved, at hastigheds-
vektoren konstant har laengde 1.)

e) Vis, at hastighedsvektoren — og dermed tangenten — danner en fast vinkel med skruelinjens sym-
metriakse. (Hint: Udregn cosinus til vinklen mellem to vektorer i de to retninger. Vis cos(v) er kon-
stant er v det ogsa).

f) Bestemt krumningen af kurven i et vilkarlig punkt. Vaelg selv forskellige veerdier for de tre tal, be-
skriv i hvert tilfaelde hvad dit valg meefgrer mht. Selv skruelinjens forlgb og udregn krumningen i de
forskellige tilfaelde. Giv selv en vurdering af, om du synes der er en god sammenhang mellem
krumningstallet og den tilhgrende skruelinjes forlgb.

g) Viseetter nu a=1. Vignsker at tegne en skruelinje fra punktet P(1,0,0) til punktet Q(2,0,0). Du skal
bestemme tallene b og h sa vi lander i Q efter én omdrejning. Dernaest sa vi lander i Q efter 4 om-
drejninger. Kan du Igse problemet med n omdrejninger.

h) Lgs samme opgave, men nu skal du forbinde punkterne R(0,1,1) og S(-1,0,6).
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4. Krumning af en flade

(1 dette afsnit inddrager vi differentiation af funktioner af flere variable. @nsker du at fordybe dig mere i
dette emne, sd giver projekt 2.7 i A-bogens kapitel 2, muligheder herfor).

Vi bevaeger os nu fra de endimensionelle banekurver — og funktioner af én variabel - ud i rummet, hvor vi
vil studere de todimensionelle flader — og funktioner af to variable. Som altid i matematik vil vi som afsaet
til det nye fgre det tilbage til det vi ved noget om — nemlig krumningsforhold for banekurver i planen — og
se om vi kan lgfte den indsigt vi har vundet dér til at definere og studere krumningsforhold for flader.

| filmen tager Steen Markvorsen udgangspunkt i en
typisk flade, der med det samme illustrerer det nye
problem vi star overfor. Star vi pa en sadan flade |
et tilfeeldigt punkt, og vandrer vi ud derfra, sa vil
vejen foran os krumme forskelligt, afhaengig af
hvilken retning vi bevaeger os. Pa fladen ser vi, at i
nogle retninger krummer fladen opad, i andre
nedad!

Dette problem mgder vi ikke pa en kugleflade, men
pa de fleste andre. Hvad skal fx krumningen vaere i
et punkt pa en cylinder? | en retning krummer den
som en kugle, i en anden er det en ret linje. Hvad Fladen med en normal-linje
skal krumningen veere pa en torus (en badering)? |
et punkt pa indersiden ser vi, at den krummer
modsat i de to retninger.

P

| filmen far vi det fgrste forslag til Igsning: | det punkt vi betragter forestiller vi os, der ligger en tangentplan.
En normalvektor til denne tangentplan er en normal til fladen i dette punkt. Lad os forestille os, at vi laegger
et koordinatsystem i rummet saledes, at xy-planen svarer til tangentplanen og z-aksen svarer til normalen. |
dette koordinatsystem betragter vi lodrette planer gennem koordinatsystemets begyndelsespunkt, dvs pla-
ner, der indeholder z-aksen.
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Sadanne planer skeerer ned
igennem vores flade — Steen
Markvorsen kalder det ma-
lende for "Euler-guillotinen” —
for den skaerer en kurve ud i
denne plan! Men sa er vi jo pa
hjemmebane. Vi starter her i
denne plan, som lige nu er en
tilfeeldig plan, der indeholder
z-aksen. Vi drejer det, sa z-ak-
sen peger lodret op, og fore-
stiller os, at der i tangentpla-
nen ligger en x- og y-akse.

Lokalt omkring punktet kan vi betragte fladen som en funktion af to variable, f(x,y) . og kurven repraesen-

terer sa en del af denne graf, nemlig den del som fladen skaerer ud. Kurven kalder man ”snitkurven”.

| det koordinatsystem, der er placeret med xy-planen sva-
rende til tangentplanen, er den lodrette snitplan drejet et
bestemt antal grader i forhold til x-aksen. Dette betegner
vi med symbolet 6.

Snitkurven er altsa den del af fladen, der ligger lige praecis
over linjen i xz-planen, der gar gennem Origo og er drejet
denne vinkel pa @ . Linjen kan vi beskrive ved en parame-
terfremstilling:

X . cos(6)
y)  Lsin(6)

y-akse

/ 11 (cos(ﬁ),sm(e»
4 r-akse

t—akse

1

/

Den lodrette snitkurve er derfor givet ved

z(t)= f(t-cos(B),t-sin(H))

Dette er en funktion af én variabel t, sa grafen kan vi handtere som i fgrste kapitel om krumning af kurver.
For at finde snitkurvernes krumning gnsker vi at anvende saetning 2 i kapitel 1 om krumning af grafer, speci-
elt bemaerkningen: | et stationzert punkt, hvor f’(x)=0, gaelder, at krumningen, k= f”(x).

Dvelse 4.1

Overvej, hvorfor vi med ovenstaende set-up har, at (0,0) (Origo) er et stationaert punkt.

Vi skal i gang med at differentiere. Men der er en lille forhindring her, idet z(t) er skrevet som en sammen-
sat funktion, hvor den "ydre funktion” er en funktion af to variable, og hvor den “indre funktion” er en vek-

torfunktion:
"ydre funktion” = f(x,y)
t cos(ﬁ)j

"indre funktion” = )
t-sin(@)
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@velse 4.2 — partielle afledede

Nar vi differentierer en funktion af flere variable f(x,y) sker det grundlaeggende ved, at vi fgrst udregner
de sakaldte partielle afledede f,(x,y) ogf,(x,y), hvor f (x,y)udregnes ved at differentiere mht. x og op-
fatte y som en konstant, og tilsvarende f,(x,y) udregnes ved at differentiere mht. y og opfatte x som en
konstant.

Betragt nu funktionerne:  f(x,y)=x-sin(5y)—cos(y’-x) og g(x,y)= e T
a) Bestem de partielle afledede f,(x,y) ogf,(x,y) samt g,(x,y) og g,(x,y)

£:(0,0) 0g £,(0,0) 9,(1,0) og g,(1,0)

b) Evaluer samt

c) Differentier udtrykkene en gang mere, dvs udregn:
Fu OO, £, (0Y), £, (x,y) 08 £, (x,y) samt g, (x,y).g,,(x.¥).g,,(x,y) 08 g, (X,y)
d) Hvilken observation ggr du mht. de blandede afledede f,, og f,,samt g,, og g,

Den observation, du her ggr, gelder helt generelt!

| vores situation har vi tilsyneladende et lidt mere simpelt tilfeelde, idet z er en funktion af én variabel, t.
Men da det er en sammensat funktion, sa sker differentiationen ved at “den ydre” differentieres til en vek-

fx(’)
IA®)

skalarproduktet (”prikke dem sammen”).

torfunktion ( J , “den indre” differentieres som en vektorfunktion, og resultatet far vi ved at udregne

Vi anvender nu denne regel om sammensat differentiation:
(z(t)) =(f(t-cos(6),tsin(H)))

_(f(t-cos(@),t-sin(6))) (cos(6)
B f,(t-cos(8),t-sin(d)) ) | sin(6)

= f,(t-cos(6),t -sin())-cos(6) + £, (t - cos(B),t -sin(6))-sin(6)

her er "-"skalarprodukt

Vieri (0,0), nar t =0. Resultatet i gvelse 2.1 forteeller os altsa, at

’

(z(0)) =0, dvsat f£,(0,0)-cos(6)+f,(0,0)-sin(6) =0

@velse 4.3 —anden ordens afledede

Anvend udtrykket for (z(t)) , samt den viden du har fra gvelse 2.2 om de blandede partielle afledede til at

vise fglgende resultat:

(z(t))” :fxx(t-cos(H),t-sin(H))-cosz(9)+2ny(t-cos(t9),t-sin(6?))-cos(&)-sin(9)+fyy(t-cos(6?),t-sin(H))-sinz(Q)

”

Vi gnsker at bestemme (z(O)) , dvs evaluere det udtryk vi fandt i gvelse 2.3 i punktet (0,0) . For at ggre det

mere overskueligt indfgrer vi nogle simple betegnelser:
a=£,(0,0) b=f£,(0,0) c=1£,(0,0)

Herved kan vi skrive (z(O))” pa den mere overskuelig form:

(z(O))” =a-cos’(6)+2b-cos(6)-sin(8)+c-sin’(6) (*)
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4.1. Udledning og analyse af Eulers formel

Men dette kan vi forenkle yderligere. For hvor kom egentlig @ fra? 8 Det er den vinkel snitplanen danner
med 1. aksen. Men hvor ligger 1. aksen? Den har vi jo i det foregaende bare taenkt os liggende et eller an-
det sted i tangentplanen. Sa ovenstaende udregninger er korrekte uanset hvor 1. aksen ligger. Men sa vael-
ger vi at placere 1. aksen, sa udtrykket (*) bliver sa simpelt som muligt.

Udtrykket (*) kan vi betragte saledes: Det er et udtryk af formen:
K=a-x*+2b-x-y+c-y*, (**)
hvor man har indsat x =cos(d), y=sin(8)

Udtryk som (**) kaldes for en “kvadratisk form”, fordi hvert led indeholder praecis to uafhangige variable
som faktorer. Man kan nu vise, at enhver kvadratisk form ved et koordinatskifte kan fgres over i et udtryk,
hvor der ikke er et blandet led med x-y . Et sadant koordinatskifte betyder blot, at vi griber om koordinat-

systemets z-akse og roterer xy-akserne indtil vi far et koordinatsystem, hvor (**) er pa formen

K=K X +K, X, (***)
Koordinatskifte transformationer er en helt grundlaeggende teknik inden for den del af matematikken, der
hedder linezer algebra. Metoden er illustreret i appendiks.

| det nye koordinatsystem kalder vi den vinkel som snitplanen danner med den nye x, akse for 6,.
Vi indsaetter nu x, =cos(d,), y, =sin(6,)i (***), og har saledes udledt Eulers formel for snitkrumningen:

K, = k; -c0s’(6,) + k, -sin’(6,)
Den drejning, vi udfgrte, og som resulterede i Eulers formel, afhaenger alene af stgrrelserne a, b og c —se
evt. i appendiks for det praecise argument. Og stgrrelserne a, b og ¢, som vi indfgrte ovenfor, athaenger
alene af fladens geometri omkring punktet. Den drejning, vi udfgrte, afhanger altsa alene af fladens lokale
geometri. Derfor vil Eulers formel vaere den samme for alle snitflader, det er alene drejningsvinklen der va-
rier.

K, og K, kaldes for fladens hovedkrumninger el-

ler principale krumninger i punktet. Vi kan umid-
delbart se af Eulers formel, at:

Nar 6, =0 ,sder x, =k,

Nar 6 =— ,sder k, =K,

N A

Dvs, at de principale krumninger findes som
krumningerne langs koordinatsystemets akser.
Og disse akser ligger faktisk, hvor vi har maksi-
mum og minimum for snitkrumningerne. Dette
kan vi fx se saledes:

De principale krumninger danner et ortogonalt net
af kurver hen over fladen

K, og K, kaldes for fladens hovedkrumninger eller principale krumninger i punktet. Vi kan umiddelbart se af

Eulers formel, at:
Nar =0 ,sder kK, =k,

. T .
Nar 6 =— ,sder k, =K,
2
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Dvs., at de principale krumninger findes som krumningerne langs koordinatsystemets akser. Og disse akser
ligger faktisk, hvor vi har maksimum og minimum for snitkrumningerne. Dette kan vi fx se saledes:

Nar normalplanen drejes 360° eller 2t om normalen vil krumningen af snitkurverne hele vejen rundt vaere
bestemt af Eulers formel, og dermed variere kontinuert mellem et minimum og et maksimum.

@velse 4.4 — De principale krumninger udggr maksimum og minimum
Lad os fx antage, at &, = k. Vis nu ved brug af Eulers formel for en tilfeeldig snitkrumning &, at

K2K2K,

Vi sammenfatter nogle af resultaterne i:
Saetning : Eulers formel for snitkrumningen
En flades snitkrumning med en normalplan kan bestemmes ved formlen:

K, = k; -c0s’(6,) + k, -sin’(6,),
hvor x, og «, , der kaldes for fladens hovedkrumninger eller principale krumninger i punktet, repraesenterer
den maksimale og den minimale krumning, og hvor 6, er den vinkel fladen er drejet ift. 1. aksen i koordinat-

systemet bestemt af de principale krumninger.

Hvordan varierer snitkrumningen, nar vi drejer fladen om normalaksen? Det fortaeller Steen Markvorsen
om i filmen, og fortzellingen illustreres af denne graf:

Dette er jo graf for en harmonisk svingning — og tilsyneladende med periode 1t . Det skal du vise i fglgende

@velse 4.5
Snitkrumningen kan betragtes som en funktion af vinklen, som vi her kalder 8

k(6) = k; - cos’ () + k, -sin* ()

a) Udnyt de trigonometriske formler:
cos”(u)+sin’(u) =1
cos(2u) = cos” (u) —sin*(u)

til at omskrive x(8)til et udtryk pa formen:
K(@)=B+A-sin(2-6)
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b) Udnyt omskrivningen i a) til at argumentere for det grafiske forlgb, der er gengivet i den ovensta-
ende illustration.

| filmen defineres middelkrumningen ved hjzlp af et passende integral:

1 2T
H =ﬂ-j0 x(6)dé

Dvelse 4.6
1
(b—a)

middelvaerdi af funktionen over intervallet. Du skal understgtte din argumentation med en tegning af gra-

b
Argumenter for, at med en given kontinuert og positiv f(x),daer H= I f(xdx et godt bud pa en

fen, hvor du illustrerer hvor tallet H kan afszettes.

Dvelse 4.7

: 1 e 1
Vis, at H_ﬂ-jo K(6)d0=—+(K; +x;)

(Hint. Anvend identiteten cos®(6)+sin’(8) =1 til at vise J.Oz‘n cos’(6)do = J.Oz‘n sin®(8)dé = . Eller se filmen

igen og find pdgeeldende sted, hvor Steen Markvorsen gennemgdr et bevis)
Formlen for middelkrumningen:
1
H=—-(K +k
()

anvendes af og til som en definition af begrebet.

| filmen viser Steen Markvorsen fglgende graf:

=2

som han forteeller illustrerer satningen:
Middelkrumningen H er den halve sum af to vilkdrlige ortogonale snitkrumninger:

1
H=5-(K(¢o)+fr(¢o+%))
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@velse 4.8
Forklar ssmmenhangen mellem formlen og den grafiske illustration, og bevis formlen.
(Hint. Se filmen igen)

Flader med konstant middelkrumning er szrligt interessante, bade i ren matematik og i anvendelser.
Hvis den konstante middelkrumning ovenikgbet er O kaldes de minimalflader. Disse indgar som en central
del af Steen Markvorsens fortaelling, og i projektmaterialer 2 vil vi studere nogle af disse neermere.
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5. Historien bag middelkrumningen

Krumningen af kurver og flader har en lang historie bag sig. Fgrst faldt krumningen af en kurve pa plads.
Hovedideen var at en kurve lokalt ligner en cirkel og krumningen blev sa defineret som den reciprokke cir-
kelradius, dvs.
K‘:_
P
Derved bliver krumningen af en ret linje 0, og krumningen af en enhedscirkel 1. Jo mindre radius, jo st@rre
krumning og jo stgrre radius, jo mindre krumning.

Men for flader var det mere indviklet. En flade ligner ikke ngdvendigvis lokalt en kugle, sd man kan ikke
bare tilnaerme fladen med en kugle. Se fx pa en saddelflade som z=x-y, hvor det gar helt galt: Dele af fla-

den krummer den ene vej, dele af fladen den anden ve;j.

Det er ogsa seerligt tydligt for en torus, hvor man pa indersiden af torussen har et punkt med to cirkler, der
krummer hver sin ve;j.

Krumningen for en flade ma derfor defineres seerskilt. Det faldt pa plads i Igbet af 1800-tallet, hvor man
fandt ud af at en flade faktisk har to forskellige krumningsmal: En middelkrumning H og en total krumning
K, og hvor man ogsa endeligt afklarede forbindelsen mellem krumningen af en flade og en tilhgrende refe-
rencekugle.

Historien om fladers krumning starter med Euler: 1 1760 bemaerker Euler som indledning til hans epokegg-
rende afhandling om "Undersggelser af fladers krumning”:

Hvis man vil bestemme krumningen for en kurve er den rigtige metode at finde radius for den
approksimerende cirkel (osculating circle), der til ethvert punkt pa kurven knytter en cirkel med
den samme krumning. Men nar man spgrger om krumningen for en flade viser spgrgsmalet sig
at vaere temmelig tvetydigt; der findes ikke noget entydigt svar som i det foregaende tilfaelde.
Det er kun for kugleflader man kan finde et entydigt svar, eftersom krumningen for en kugle er
den samme som krumningen for dens storcirkler, og kuglens radius kan derfor anses for at
vaere den rette radius hgrende til krumningen. Men hvad angar andre flader, er det ikke en-
gang klart hvordan man skal sammenligne krumningen for fladen med den tilsvarende for en
kugle, pa samme made som man altid kan sammenligne krumningen af en kurve med den til-
svarende for en cirkel. Arsagen til dette er dbenlys, eftersom der gennem et hvert fladepunkt
gar en uendelighed af kurver. Man behgver bare taenke pa en cylinder, hvor der langs cylinde-
rens akse ikke er nogen krumning, mens tveersnittene, der star vinkelret pa aksen, frembringer
cirkler med den samme krumning, og alle andre tvaersnit, der ligger skeevt i forhold til aksen
har deres egen vaerdi for krumningen. Det samme geelder for alle andre flader, hvor det endda
kan ske at krumningen i én retning er konveks og i en anden retning konkav, hvilket for eksem-
pel er tilfeldet for flader, der ligner en saddel.

@velse 5.1
Frembring skitser, der illustrerer Eulers pointer i den ovenstaende tekst.

Euler bemaerker nu, at hvis man snitter en flade med en plan, fremkommer der en plan kurve med en vel-
defineret krumning. Gennem formidable udregninger finder han udtrykket for krumningen af en sadan snit-
kurve. Men han opdager ogsa at snitkrumningen opfg@rer sig saerligt simpelt, hvis man veelger et normalsnit,
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dvs. en snitplan, der star vinkelret pa tangentplanen og derfor indeholder normalen til fladen. Nar man dre-
jer snitplanen for et normalsnit rundt om normalen varierer krumningen periodisk med perioden 7 eller
180°, idet snitplanen vender tilbage efter en drejning pa 180° om normalen. Undervejs ma den have en
stgrste-veerdi og en mindste-veaerdi. | almindelighed vil de selvfglgelig veere forskellige, men netop for en
kugleflade er krumningen fx konstant for alle snitplanerne. Det viser sig nu at stgrste-vaerdien og mindste-
veerdien altid indtraeffer ved to snitplaner, der stdr vinkelret pa hinanden. De tilhgrende krumninger kaldes
hovedkrumningerne og de tilhgrende retninger for snitplanerne kaldes hovedretningerne.

@velse 5.2
Hvad er hovedretningerne og de tilhgrende hovedkrumninger for en cylinderflade?

Sa langt har Euler altsa analyseret strukturen af snitkrumningerne for en flade og kendskab til savel hoved-
retninger som hovedkrumninger fastlaegger fladens krumningsforhold. En hver flade har altsa i et givet fla-
depunkt en uendelighed af krumninger, der varierer pa en simpel made mellem de to hovedkrumninger.
Euler fastlaegger i artiklen “Undersggelse af fladers krumning”, et udtryk for radius til snitkurven, der ser
saledes ud
2f-g

(f+9)—(f—g)-cos(29)
Her er f den maksimale radius for en krumningscirkel hgrende til et normalsnit, mens g er den minimale
radius for en krumningscirkel hgrende til et normalsnit og ¢ er drejningsvinklen for snitplanen rundt om
normalen. En sadan formel er ikke helt nem at afkode.

@velse 5.3
a) Hvad bliver krumningsradius for ¢=07? Hvad bliver den for ¢=m/2=90°?

Frembring en skitse, der viser hvordan man maler drejningsvinklen ¢.

b) Skitser grafen for krumningsradien r som funktion af drejningsvinklen ¢ og beskriv grafens forlgb
(monotoniforhold)

Eulers formel blev da ogsa forenklet af den franske matematiker Charles Dupin (1784-1873), der i 1813 un-
dersggte geometrien bag snitkrumningerne pa en mere enkel vis end Eulers algebraiske Tour de force.
Selve begrebet middelkrumning blev fgrste gang introduceret af Sophie Germain (1776-1831) i 1831, det ar
hun dgde.

@velse 5.4

a) Indfgr betegnelserne r, og i stedet for fog g i Eulers formel og vis at Eulers formel kan om-

rmin
skrives pa formen

lzl_ i+i _1. i_i ‘COS(ZdJ)
r 2 r. r 2 rmin K

min max max

1 1 . . g
, K., =—— 08 k,,, =—— ogvis at Eulers formel kan omskrives pa for-

max r
min max

b) Indfgr krumningerne K=l
p

men
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Allerede denne formel er vaesentligt simplere end Eulers oprindelige formel, idet den viser at snitkrumnin-
gen udfgrer en simpel harmonisk svingning som funktion af drejningsvinklen ¢. Den viser ogsa at middel-
krumningen er gennemsnittet af hovedkrumningerne og endelig at krumningen svinger mellem ydervaerdi-
erne k. og k.. .Dupininddrager nu yderligere identiteterne:

cos(2¢) = cos’ () —sin’(d)
1=cos’(p)+sin’(P)

@velse 5.5
a) Ggr rede for at Eulers krumningsformel denne gang kan omskrives pa formen

K=K, -cos’()+k, . -sin’(d)
b) Her har vi fulgt Euler og malt drejningsvinklen ud fra snitkurven med den stgrste krumningsradius.
Men der er tradition for i stedet at male drejningsvinklen ud fra med den st@rste krumning (og der-

med den mindste krumningsradius). Kald den nye drejningsvinkel for 0 og ggr rede for at den er
givet ved

e=¢—§=¢—90°

c) Ggrrede for at Eulers krumningsformel denne gang kan skrives pa standardformen
K=K, -cos’(0)+k,, -sin’*(6)

Vi har nu argumenteret for, hvorledes Eulers komplicerede formel leder frem til den vigtigste strukturfor-
mel for krumningen af en snitkurve

Saetning 1: Euler-Dupins strukturformel for krumningen af en flade (Ofte blot: Eulers formel)
Hvis en differentiabel flade snittes med en normalplan, der danner vinklen 8 med hovedretningen for nor-

malsnittet med en stgrste krumning & sa er snitkrumningen givet ved

X

K=k, cos’(8)+k,, -sin’()

Denne formel viser netop at snitkrumningen er et simpelt vaegtet gennemsnit af hovedkrumningerne «;__,
og k. . Skal vi have styr pa krumningsforholdene for en flade skal vi altsa bare fastlaegge hovedkrumnin-

gerne og de tilhgrende hovedretninger. | saerligt simple tilfaelde er det ikke sa sveert at gaette hovedretnin-
gerne og hovedkrumningerne, specielt ikke, hvis de tilhgrende snit er almindelige cirkler.

@velse 5.6
Frembring skitser af en kugle, en cylinder og en torus og angive hovedretninger og hoverkrumninger for

typiske punkter pa falden. For torussens vedkommende skal du koncentrere dig om punkter pa indersiden
og ydersiden af torussen.

Men Euler skaffede ikke klarhed over hvordan man finder et enkelt samlende krumningsmal, der karakteri-
serer fladens krumning i et fladepunkt som en helhed. Det blev Gauss, der gjorde dette arbejde faerdig og
indfgrte det, man i dag kalder for det gaussiske krumningsmal, som svarer til — ikke summen, men produk-
tet af de to principale krumninger.
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6. Appendiks 1: Bestemmelse af kurvelaenge
(Dette appendiks er hentet fra projekt 6.6 i Hvad er matematik? A)

t
Vi betragter en differentiabel vektorfunktion r(t) :[XEtD med en kontinuert afledet funktion. Vi vil be-
y

stemme leengden af banekurven mellem to punkter P og Q, hvori parametervardien er henholdsvis a og b.
Ligesom de differentiable reelle funktioners grafer er lokalt lineaeret er banekurver ogsa lokalt linezere, dvs.
vi kan tilnaermelsesvist bestemme laengden af banekurven i et givet parameterinterval ved en sum af en
raekke tangentvektorers leengde, hvilket netop svarer til at bestemme integralet

Ay
Qp

hr
At

|:>|Lg—
ElE

X
>

/ ~——

Giver vi parameteren en lille tilvaekst At, resulterer det i en tilsvarende lille tilvaekst i stedfunktionen:

Ax
Ar At
—At= At forleng med At
AT Ay
At
Vivil nu lade At gar mod nul. | hele graenseovergangen gzelder:
Ax
L |aF AF At AxY (AyY
|Ar|=—r‘At=—r‘At= At Ae= [[2X] 4|22 At (*)
At t & At At
At

Nar At gar mod nul far vi:
Ax , Ay , Ar
—X(t), =Z-y({t) og ——F(t)=v(t
Al (t) At y(t) og Ar (t)=v(t)
Lader vi dt betegne et meget lille (“uendeligt lille”) tidsinterval, sa bliver (*) i greensen til:
(x'(t)}
y'(t)

Ved hjalp af Riemann-integralet kan vi nu summere dette op langs hele kurvestykket og far:

|dF|= dt =\(X(t)) + (Y1) -dt

F(t)-dt =

Satning: Kurvelaengde

t
Lad r(t) =[X:t;] veere en differentiabel vektorfunktion med kontinuert afledet funktion.
y

Lengden af banekurven i parameterintervallet a<t <b kan beregnes ved:
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L= L" X () +y'(t) dt

Eksempel
Betragt banekurven for vektorfunktionen:

= 4at* —t*
r(t)= R ,teR
t> -3t

»/ =)

Banekurven skaerer y-aksen for parametervaerdierne t =—2 og t =2 . (Kontroller det!). Vi vil bestemme ba-

nekurvens leengde i parameterintervallet —2 <t <2, dvs. mellem banekurvens to skaeringspunkter med y-
aksen ved hjzlp af formlen

L= J.ab\/x'(t)z () dt.

Forst bestemmer vi den afledede funktion og dermed koordinatfunktionernes afledede funktioner:

Fit)= [x’(t)j _ (St -4t J .
y(t) 3t -3

Herefter indsaettes disse samt parameterveerdierne t =—20g t =2 i formlen for kurvelaengden:

L=j_22\/(8t—4t3)2 +(3t2=3) dt=21,2

Konklusion: Kurveleengden i t-intervallet [-2;2] er 21.2.

Dvelse 1

_ 9-t*
Vivender tilbage til vektorfunktionenr(t)=| .
Tt -4t
a) Hvis du ikke tidligere har gjort det, sa bestem dobbeltpunktet.
b) Bestem leengden af den lukkede kurve der starter og slutter i dobbeltpunktet.

Dvelse 2

3cos(t)

X
a) Beregn omkredsen af cirklen med parameterfremstilling: [ ]:(3 in)
sin

], 0<t<2r.
y

. . X 5cos(t)
B) Beregn omkredsen af ellipsen med parameterfremstilling: = 2sin(t) |’ 0<t<2r.
y sin
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7. Appendiks 2: Koordinatskifte transformationer

Vi viser, at en kvadratisk form K =a-x*> +2b-x-y +c-y? altid kan omskrives ved et koordinatskifte til et udtryk

uden blandet led. Koordinatskiftet fgrer det gamle koordinatsystem over i et, der er bestemt af de sakaldte
egenvektorer.

Lad os fgrst betragte et konkret eksempel, hvor den kvadratiske form er udtrykket:
X —4-x-y+y’
Dette omskrives til et matrix-produkt saledes:

« s D))

hvorved vi far systemets matrix frem.

For det generelle udtryk a-x*>+2b-x-y+c-y’ bliver matricen:
a b
o
Vi indfgrer nu en variabel A4, udregner determinanten:
1-4 =2
-2 1-4
og opstiller ligningen:

A’ =21-3=0
Denne har Igsningerne A=-1 og A=3 .

=(1-4)°"-4=4"-21-3

For det generelle udtryk a-x*>+2b-x-y+c-y’ bliver ligningen:
A*—(a+c)-A+(a-c—b*)=0
Denne ligning vil altid have Igsninger, jfr gvelsen nedenfor!

Vi opstiller nu de to ligningssystemer:

1-(-1) -2 x) (0 1-3 2 x) (0
ST GG = (S B
der reduceres til:
2x—-2y=0 —2x-2y =0
—2x+2y=0 °8 —2x-2y =0
Ligningerne er to og to identiske eller proportionale. Det vil altid veere tilfeeldet!

Dvs vi har nu fglgende ligninger:
2x—-2y=0 og -2x-2y=0

X 1
Den fgrste ligning, der hgrer til A =—1har Igsningerne: ( ]: t.(lj
y

1
Den anden ligning, der hgrer til 4 =3 har Igsningerne: [ jzt-[ J
y —
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1 1
Disse to vektorer: v, = (J og v, =( J angiver retningerne for 1. og 2. akserne i det nye koordinatsy-
stem. Vi angiver altid enhedsvektorer i aksernes retning, og disse er her:

L L

_| V2 _|
e=| | o8 &=
V2 V2

Hvis vi betegner koordinaterne i det nye koordinatsystem med x, ogy, sa er sammenhangen mellem de
nye og de gamle koordinater givet ved:

y ﬁ _ﬁ Y

eller hvis vi ganger ud:
—_1 1
X=FX+F Y,

st ol

y= X1_f'y1

Vi kan nu ggre prgve og se, at i det nye koordinatsystem bliver den kvadratiske form skrevet uden blandet
led. Indsaet udtrykkene forx ogyi x> —4-x-y+y*:
X2_4'X'y+y2 z(ﬁ')ﬁ+ﬁ'y1)2_4'(ﬁ'x1+f'y1)'(ﬁ'xl _f'yl)"‘(ﬁ'xl'i'%'yl)z
zéxlz +%y12 XV _2X12 + 2y12 +%X12 +%y12 — XV
=—x"+3y’
Konklusion: Den kvadratiske form kan i det nye koordinatsystem skrives pa formen:
—x,” +3y,’
Leeg maerke til, at koefficienterne er lige praecis de to rgdder i den oprindelige andengradsligning!

@velse.
Det generelle udtryk a-x*>+2b-x-y+c-y’ kan skrives p& matrixform saledes:

Gl -

a) Vis, at for det generelle udtryk a-x>+2b-x-y+c-y’ bliver determinantligningen:
A —(@+c)-A+(@c—b*)=0
b) Vis, at denne ligning vil altid have Igsninger, A, og A, . (Hint: Udregn diskriminanten og udnyt en
kvadratszetning til at vise, at diskriminanten er positiv)

c) Argumenter for, at de to ligningssystemer med henh. 4 og 4, :

a (a;ﬂl _b)ﬁ][yng o8 (a_b% —b@]{yjz[gj

hver for sig har determinanten =0, og at ligningerne derfor parvis er proportionale. Dvs. ligningssy-
stemerne reduceres til:

(a=A4)-x+b-y=0 og (a—24,) x+b-y=0

d) Argumenter for, at
—b o —b
a. v, = er en Igsning til den fgrste og v, =

a1,

j er lgsning til den anden
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(Hint: Betragt ligningerne som skalarprodukter af vektorer, inddrag din viden om, hvornar et skalar-
produkt er nul, samt din viden om, hvordan man bestemmer en tvaervektor til en given vektor.)

e) Kontroller at resultatet stemmer med det vi udregnede i eksemplet.

f) De to vektorer v, og v, er faktisk ortogonale. Vis dette ved at udregne deres skalarprodukt, og ved
at udnytte, at 4 og A, er rgdder i andengradspolynomiet A*—(@+c)-A+(a-c—b*)=0. For an-
dengradspolynomier har vi nemlig en seetning om r@gddernes sum og r@ddernes produkt, der her
giver:

A+A4 =a+c
A-A=a-c—b’
Koordinat transformationen:
x) [ -b -b X,
U‘[a—a a—ﬂj'[ylj
vil nu fgre det oprindelige kvadratiske form over i en reduceret uden blandet led. Og hvis vi samtidig s@rger
for, at vektorerne v, og v, skaleres til enhedsvektorer, sa transformeres den kvadratiske form lige praecis
overi: A -x>+4,-y’
Det kunne man gennemregne ved at anvende vaerktgjsprogrammer, men det fremkommer elegant ved at

indsaette koordinattransformationen i (****) og her anvende reglerne for transponering af matricer. Det vil
vi lade ligge her — det er indeholdt i alle grundbgger om linezer algebra.
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STEEN MARKVORSEN
professor ved DTU
Compute, Institut for
Matematik og Computer
Science.

Serien 10 danske matematikere — 10 matematiske
fortellinger henvender sig til gymnasieelever med interesse
for matematik. Hensigten med serien er at dbne nogle
vinduer ind i matematikkens mange speendende verdener,
og dermed give et indtryk af, hvad matematisk forskning er.

Til hver film udarbejdes projektmaterialer, der kan
anvendes i arbejdet med udvalgte problemstillinger, som vi
preesenteres for i filmen. Projektmaterialerne er skrevet, sa
de bade kan anvendes i kortere eller leengere forlgb pa et
hold, og veere udgangspunkt for studieretningsprojekter.

I Steen Markvorsens film far vi fgrst fortaellingen om
sabeboblers og andre skumstrukturers lokale geometri, og
efter en introduktion til krumningsbegrebet viser Steen
Markvorsen hvorledes dette begreb kan lgftes fra en lokal
definition knyttet til kurver i 2D til et begreb, der kan
udtrykke krumningsforhold globalt for flader i 3D. Derved
tager han os med frem til en introduktion af et af de
centrale emner i differentialgeometri, studiet af flader
med konstant middelkrumning og specielt: minimalflader.

Til den fgrste del af filmen foreligger projektmaterialer 1,
med indledende emner fra vektorregning og krumnings-
teori, frem til beviset for Eulers formel for middelkrum-
ningen i et punkt. Til den anden del af filmen foreligger
projektmaterialer 2, der tilbyder en fordybelse i teorien
bag og en eksemplificering af netop emnet: flader med
konstant middelkrumning, specielt minimalflader, der
defineres som flader med middelkrumning 0.
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